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1 格点与最密堆积

1.1 格点

我们假设讨论的格点都是满秩的.

定义 1 (格). 在 Rn 中的 n 个线性无关的向量 v1, . . . , vn 生成的自由阿贝尔群

Λ =

{
n∑

i=1

kivi : ki ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n

}

称为 Rn 中的一个格.

诸生成元向量在标准基下有表示

v1 = (a11, a12, . . . , a1n),

v2 = (a21, a22, . . . , a2n),

...

vn = (an1, an2, . . . , ann),

则矩阵 M = (v1, . . . , vn)
T 称为该格的生成元矩阵, 生成元矩阵完全确定了其格, 而一个格可能

有多个生成元矩阵, 例如 −M 和 M 是同一个格的生成元矩阵. 定义格的基本区域为{
n∑

i=1

θivi : 0 ≤ θi < 1, 1 ≤ i ≤ n

}
,

由线性代数知, 其体积为 | detM |, 我们以 detΛ 记格的基本区域的体积的平方, 即 detΛ =

(detM)2, 容易证明这是格的一个不变量, 与生成元的选取无关.
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1 格点与最密堆积 2

若一个格的基本区域的体积为 1, 则称该格为幺模的, 即 Λ 幺模当且仅当 detΛ = 1.
格有以下基本操作, 缩放即为 M 乘一个非零实数, 旋转即为 M 右乘一个正交矩阵 O, 换

基即为 M 左乘一个行列式为 ±1 的整数矩阵 U . 两个格等价或相似当且仅当它们可以通过旋
转, 反射和缩放互相转换, 等价关系记为 ∼=, 假设两个格的生成元矩阵为 M 和 N , 则它们等价
当且仅当存在 c ∈ R− {0}, U ∈ {A : A ∈ GLn(Z), detA = ±1} 和 O ∈ On(R) 使得

N = cUMO.

若一个格中的任意元素 x, x · x 都是整数, 则称该格是一个整格.
若一个格中的任何格点 x 都满足 x · x 为偶数, 则称该格为偶格, 为奇数则是奇格.

定义 2 (对偶格). 设 Λ 是 Rn 中的格, 定义其对偶格为

Λ∗ = {x ∈ Rn : x · u ∈ Z, ∀u ∈ Λ}

容易验证对偶格确实是格, 因为若 Λ 的生成元矩阵为 M , 则以 (M−1)
T 生成的格就是 Λ

的对偶格.
若满足 Λ = Λ∗, 则称 Λ 是自对偶的.
整格有很多好的性质,由定义立刻知 Λ ⊆ Λ∗,由于格均为交换群,可以讨论其指标 [Λ∗ : Λ],

直观来看有

[Λ∗ : Λ] =

√
detΛ√
detΛ∗

=
| detM |

| detM−1|
= (detM)2 = detΛ,

因此整格自对偶当且仅当其幺模, 今后我们对整格不区分这两个术语.
奇的幺模格称为 I 型的, 偶的幺模格称为 II 型的.

定义 3 (自同构群). 设 Λ 是 Rn 中的格, 定义其自同构群为

Aut(Λ) = {O ∈ On(R) : O(Λ) = Λ},

其中我们将矩阵看 O 作 Rn → Rn 的映射.

若格 Λ 有生成元矩阵 M , 则正交矩阵 O ∈ Aut(Λ) 当且仅当 MOM−1 ∈ GLn(Z). 此
外, 假设 M 和 N 均为 Λ 的生成元矩阵, 则 M−1N 显然是 Λ 的一个自同构, 因此 M−1N

是正交矩阵, 且 MM−1NM−1 = NM−1 ∈ GLn(Z), 这就是说, 两个满秩矩阵 M 和 N 是
同一个格的生成元矩阵当且仅当存在 U ∈ GLn(Z), detU = ±1 且 N = UM . 这显然蕴含
detΛ = (detN)2 = (detUM)2 = (detM)2, 即基本区域的体积与基元选取无关.
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1.2 最密堆积

球体堆积问题指在 n 维空间中如何尽可能高效率的摆放球体, 本文我们只考虑格点堆积,
不考虑非格点堆积. 对于格点堆积, 每个球体的球心都位于一个格点处, 所以球的半径相同, 并
且要求半径尽可能大 r = 1

2
inf{|x− y| : x, y ∈ Λ, x 6= y}, 即球必须尽可能相切 (单个球的相切

球数量的最大值称为该格的亲吻数), 格点堆积的密度定义为基本区域内球体的体积与基本区
域体积的比值

∆ =
ωnr

n

√
detΛ

,

其中 ωn 为 n 维单位球体积, 这是直观的, 显然密度与球半径或格点缩放大小无关, 等价的格有
相同的密度. 使得密度最高的堆积方式称为最密堆积. 尽管我们只考虑格点堆积, 但对于大多
数维数, 我们不知道格点堆积是否比非格点堆积更优.

一维中, 密度显然可以达到 1, 对应的格点为 Z. 二维中最密堆积称为六边形格, 生成元为
(2, 0) 和 (1,

√
3), 生成的格形如蜂巢状, 其密度为 π√

12
. 三维中的最密堆积称为面心立方堆积,

生成元为 (1, 1, 0), (1, 0, 1) 和 (0, 1, 1), 其密度为 π√
18

, 三维中还存在另一种密度相同的非格点
堆积, 称为六方最密堆积, 这两种堆积的最密性称为开普勒猜想, 目前已被证明. 至于 4 到 7 维
空间, 最密的格点堆积问题已解决 (D4, D5, E6, E7, 见下文), 而最密堆积问题仍开放. 此外, 8
和 24 维的最密堆积问题已解决, 分别由格点 E8 格和 Leech 格 Λ24 给出, 这是 2022 年菲尔兹
奖得主 Viazovska 的工作.

1.3 一些格的构造

Zn 是最简单的格, 其生成元矩阵可取单位矩阵 In. 这是一个自对偶的格, 密度为 ωn2
−n,

自同构群由所有基的置换与每个基向量的反射组成, 阶为 2nn!.
设 P 为 Rn+1 中由方程 x0 + x1 + · · ·+ xn = 0 定义的超平面, 显然 L 线性同构于 Rn, 该

线性同构将 L ∩ Zn+1 映为 Rn 中的一个格, 这样的格称为 An. 显然 A1
∼= Z1, 而 A2 等价于平

面上的六边形格, A3 等价于三维空间中的面心立方格.
Dn 定义为 {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn : x1 + · · · + xn ≡ 0 (mod 2)}, 容易看出 D1

∼= Z1,
D2

∼= Z2, 因此 D 系列的格一般要求 n ≥ 3, 此外可以证明 D3
∼= A3. Dn 有生成元矩阵

Mn =



−1 −1 0 · · · 0 0

1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1 −1


n×n

.
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在 Rn+1 上定义 Lorentz 双线性型

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi − xn+1yn+1,

此时我们将 Rn+1 记为 Rn,1, 其中格为整格当且仅当格中任意点 x, 都有 (x, x) ∈ Z, 是偶的当
且仅当 (x, x) 是偶数, 是奇的当且仅当 (x, x) 是奇数. 格是幺模的当且仅当其生成元矩阵 M

满足 detM = 1. 可以证明, 对任意 n, Rn,1 中都存在等价意义下唯一的奇幺模, 记为 In,1, 而
Rn,1 中存在偶幺模当且仅当 n ≡ 1 (mod 8), 并且等价意义下也是唯一的, 记为 IIn,1, 它们被称
为 Lorentz 格.

In,1 可直接取 Zn+1, IIn,1 则取

{(x1, . . . , xn, xn+1) : 2xi ∈ Z, x1 + · · ·+ xn − xn+1 ∈ 2Z}.

1.4 E8

E8 的定义为

E8 = D8 ∪
(
D8 +

(
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2

))
,

其名称来自例外李代数 E8, 可以证明 E8 是偶且幺模的, 即 II 型的. E8 的一个生成元矩阵为

M =



2 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


.

由 E8 可派生出 E7 和 E6,

E7 = {(x1, . . . , x8) ∈ E8 : x7 = x8},

E6 = {(x1, . . . , x8) ∈ E8 : x6 = x7 = x8},

其中将 R8 中的 7 或 6 维超平面同构为 7 或 6 维线性空间. 如前所说, E7 和 E6 分别是 7 和
6 维中的最密格点堆积.
现说明 E8 是 8 维最密堆积的证明思路. 证明依赖于以下引理, 这里我们简化为 8 维版本.
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定理 1. 若存在一个径向施瓦兹函数 g : R8 → R, 满足如下条件 :

• |x| ≥
√
2 时, g(x) ≤ 0;

• ĝ(x) ≥ 0, ∀x ∈ R8;

• g(0) = ĝ(0) = 1,

则 8 维球体堆积密度有上界 π4

384
.

对于格点堆积来说该定理是容易证明的, 由泊松求和公式知对任意格 Λ, 有∑
x∈Λ

g(x) =
1√

detΛ
∑
x∈Λ∗

ĝ(x),

不妨设该格中非零向量的最小模大于等于
√
2 (格缩放不改变密度), 则

g(0) ≥
∑
x∈Λ

g(x) =
1√

detΛ
∑
x∈Λ∗

ĝ(x) ≥ 1√
detΛ

ĝ(0),

detΛ ≥ 1.

又因球半径不能大于
√
2/2, 因此密度

∆ =
ω8r

8

√
detΛ

≤ π4

24

(√
2

2

)8

=
π4

384
.

对于一般的未必是格点的堆积, [1] 使用了更细致的逼近方法证明了该定理.
[6] 构造的函数如下:

g(x) =
πi

8640
a(x) +

i

240π
b(x),

a(x) = 4i sin
(
π|x|2

2

)2(
36

π3(|x|2 − 2)
− 8640

π3|x|4
+

18144

π3|x|2

)
+

∫ ∞

0

(
t2ϕ0

(
i

t

)
− 36

π2
e2πt +

8640

π
t− 18144

π2

)
e−π|x|2t dt,

ϕ0(z) =
1728 (E2(z)E4(z)− E6(z))

2

E4(z)3 − E6(z)2
,

b(x) = 4i sin
(
π|x|2

2

)2(
144

π|x|2
+

1

π(|x|2 − 2)
+

∫ ∞

0

(
ψI(it)− 144− e2πt

)
e−π|x|2t dt

)
,

ψI(z) = 128
θ00(z)

4 + θ01(z)
4

θ10(z)8
+ 128

θ01(z)
4 − θ10(z)

4

θ00(z)8
,

其中诸 E2k 是 Eisenstein 级数, θ00, θ01, θ10 是 Jacobi 函数.
而可以计算 E8 格的密度恰好正是 π4

384
, 取到上确界, 因此 E8 格就是 8 维中的最密堆积.

几乎完全相同但更复杂的方法可以证明 Leech 格是 24 维中的最密堆积, 见 [2].
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1.5 Leech 格

Leech 格 Λ24 最简单的定义是由以下矩阵生成的格, 它也是偶且幺模的, 即 II 型的.

M =
1√
8



8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 2 2 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 0 2 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

−3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



.

接下来我们使用 Lorentz 格构造 Leech 格. 这是 Conway 和 Curtis 发现的神奇方法.

定理 2. 方程
02 + 12 + · · ·+m2 =

m(m+ 1)(2m+ 1)

6
= n2

的整数解只有 (m,n) = (0, 0),(1, 1) 和 (24, 70).

该定理可由椭圆曲线理论证明.
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设向量
w = (0, 1, . . . , 24, 70) ∈ R25,1,

由以上定理知该向量有性质 (w,w) = 0, 定义 w⊥ 为 w 在 Lorentz 双线性型下的正交补, 由于
w 与自己正交, 则有 w ∈ w⊥. 现取 w⊥ ∩ II25,1, 这是一个 25 维格, 设 (w) 是由 w 生成的 1 维
子格, 可以证明商群

(
w⊥ ∩ II25,1

)
/w 正等价于 Leech 格.

Leech 格的自同构群 Aut(Λ24) 记为 Co0, 其中心为二元群 2, 商群 Co0/2 记为 Co1, Co0
还有两个称为 Co2 和 Co3 的子群, 这四个群统称为 Conway 群, 其中 Co1, Co2 和 Co3 是散在
单群. Conway 群也与其他散在单群相关.

1.6 格与模形式

任何格都可以定义一个所谓的 Θ 函数,

ΘΛ(τ) =
∑
x∈Λ

eπiτ(x·x),

容易验证该函数在复上半平面全纯. 若格是整格, 习惯设 q = eπiτ , 则 ΘΛ(τ) =
∑

x∈Λ q
x·x =∑∞

n=0 anq
n, 其中 an 为格中模为 n 的格点数量. 例如一维格 Z 的 Θ 函数就是最经典的 Jacobi

Θ 函数

ΘZ(τ) =
∞∑

n=−∞

qn
2

.

由 n 维实线性空间上的 Poisson 求和公式知对偶格的 Θ 函数为

ΘΛ∗(τ) = (detΛ)1/2
(
i

τ

)n/2

ΘΛ

(
−1

τ

)
,

若格 Λ 是幺模的, 则上式化为

ΘΛ(τ) =

(
i

τ

)n/2

ΘΛ

(
−1

τ

)
,

若格 Λ 还是偶的, 即 II 型的, 则

ΘΛ(τ + 1) =
∑
x∈Λ

eπiτ(x·x)eπiτ(x·x) =
∑
x∈Λ

eπiτ(x·x) = ΘΛ(τ),

这说明对于偶幺模格, 其 Θ 函数在分式线性变换

τ 7→

[
0 −1

1 0

]
τ = −1

τ
, τ 7→

[
1 1

0 1

]
τ = τ + 1
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下不变, 至多差一个自守因子
(
i
τ

)n/2, 我们进一步要求 n 是 8 的倍数, 则第一个变换公式可化
为

ΘΛ

(
−1

τ

)
= τn/2ΘΛ(τ),

又由于模群 SL2(Z) 由

[
0 −1

1 0

]
和

[
1 1

0 1

]
生成, 所以我们知道, 8 的倍数维中的偶幺模格的

Θ 函数是权为 n/2, 级为 SL2(Z) 的模形式.
按后见之明, 最特殊的维数为 8 和 24 维, 其中偶幺模格为 E8 和 Λ24, 则 E8 的 Θ 函数是

权为 4 的模形式, 由模形式的维数公式或直接验证可知, ΘE8
(τ) = E4(τ) 为 Eisenstein 级数,

并且
ΘΛ24

(τ) = ΘE8
(τ)3 − 720∆(τ),

其中 ∆(τ) 为模判别式. 代入 Eisenstein 级数 E4 和 E12 的关系 E4(τ)
3 = E12(τ) +

432000
691

∆(τ)

即可得到 Leech 格中模为 n 的格点数公式

a2k =
65520

691
(σ11(k) + τ(k)),

a2k+1 = 0,其中 k ∈ Z≥0, σ11 是第 11个除数函数, τ 是拉马努金函数,它们分别来自 Eisenstein
级数和模判别式的系数.

2 一些代数

本文主要在特征 0 的域 k 上工作, 部分内容在特征 p 情形或 k 只是交换环的情形下也成
立.

定义 4 (代数). 设 A 是 k-向量空间, 并且 A 上带有双线性运算 ·, 若 · 满足结合律, 则称 A 是
一个代数, 若 · 未必结合, 则称 A 是一个非结合代数.

定义 5 (李代数). 设 g 是 k-向量空间, 在 g 上有双线性运算 [·, ·], 满足对任意 x, y, z ∈ g, 有
[x, y] = −[y, x] 和 [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, 则称 g 是一个李代数.

定义 6 (Poisson 代数). 设 P 是 k-向量空间, 其上带有两个双线性运算 · 和 {·, ·}, P 关于 · 构
成一个结合代数, 关于 {·, ·} 构成一个李代数, 并且满足 {x, y · z} = {x, y} · z + y · {x, z}, 则称
P 是一个 Poisson 代数.

若 M 是光滑流形, C∞(M) 上具有 Poisson 括号使其成为 Poisson 代数, 则称 M 是一个
Poisson 流形.
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定义 7 (泛包络代数). 设 g 是李代数, T (g) 是其作为向量空间的张量代数, 设 I 为所有形容
x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] 的元素生成的理想, 定义 g 的泛包络代数为 U(g) = T (g)/I, 这是一个兼
具结合代数和李代数的结构, 通常将 x⊗ y 简记为 xy.

所谓的 PBW 定理断言任何李代数都能嵌入其泛包络代数.

定义 8 (导子代数). 设 A 是非结合 k-代数, 定义

Derk(A) = {D ∈ Endk(A) | D(ab) = D(a)b+ aD(b), ∀a, b ∈ A},

对任意 D1, D2 ∈ Derk(A), 定义括号

[D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1,

其中 ◦ 表示复合, 则 (Derk(A), [·, ·]) 构成李代数, 称为 A 的导子代数.

只需验证李括号保持莱布尼兹律, 其余性质都是显然的.

(D1 ◦D2)(ab) = D1(D2(ab))

= D1(D2(a)b+ aD2(b))

= D1(D2(a))b+D2(a)D1(b) +D1(a)D2(b) + aD1(D2(b))

= (D1 ◦D2)(a)b+ a(D1 ◦D2)(b) +D2(a)D1(b) +D1(a)D2(b).

同理

(D2 ◦D1)(ab) = (D2 ◦D1)(a)b+ a(D2 ◦D1)(b) +D1(a)D2(b) +D2(a)D1(b),

相减得到
[D1, D2](ab) = [D1, D2](a)b+ a[D1, D2](b).

定义 9 (Witt 代数). 设 k 是特征 0 的域, W 是 k 上的以 {Li : i ∈ Z} 为基的线性空间, 其中
诸 Li 为形式生成元, 即

W =
⊕
i∈Z

kLi,

定义二元运算 [·, ·] : W ×W →W , 在基上满足

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n,

其中 m,n ∈ Z, 线性延拓到整个 W 上使其成为一个李代数, 这样的 W 称为 Witt 代数.
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容易验证定义中的括号运算确实满足反对称性和雅克比恒等式, 选定域后, 在李代数同构
的意义下, Witt 代数是唯一的.

例 1. 现给出 Witt 代数的一种构造方法, 以下皆设域 k 为复数域 C. 定义复数域上的洛朗多
项式代数为

k[z, z−1] = k[z, x]/(zx− 1),

即其中元素形如
l∑

n=i

anz
n, an ∈ k,

其中 i 和 l 可取任何整数. 其导子代数 Der(k[z, z−1]) 就是一个 Witt 代数. 具体来说, 由莱布
尼兹律和归纳法容易验证对任意 D ∈ Der(k[z, z−1]), 都有 D(zk) = kzk−1D(z) 对任意整数 k

成立, 由线性性知 D(f) = df
dzD(z) 对任意 f ∈ k[z, z−1] 成立, 因此 D(z) 完全确定该 D, 故

Der(k[z, z−1]) =

ß
p(z)

d
dz : p(z) ∈ k[z, z−1]

™
.

选定其基为
Ln = −zn+1 d

dz ,

对任意 f ∈ k[z, z−1], 计算

(Lm ◦ Ln)(f) = Lm

(
−zn+1 df

dz

)
= −zm+1 d

dz

(
−zn+1 df

dz

)
= zm+1

(
(n+ 1)zn

df
dz + zn+1 d2f

dz2

)
= (n+ 1)zm+n+1 df

dz + zm+n+2 d2f

dz2 .

同理

(Ln ◦ Lm)(f) = (m+ 1)zm+n+1 df
dz + zm+n+2 d2f

dz2 ,

相减得
[Lm, Ln] = Lm ◦ Ln − Ln ◦ Lm = (n−m)zm+n+1 d

dz = (m− n)Lm+n.

定义 10 (中心扩张). 设 g 是李代数, 其中心 Z(g) 定义为使得 [x, ·] : g → g 满足 ker([x, ·]) = g

的所有 x 组成的子代数.
设有李代数的短正合列

0 → a → h
s−→ g → 0,

满足 ker s ⊆ Z(h), 则称 h 是 g 通过 a 的中心扩张.
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构造中心扩张的最简单方法就是直和一个交换李代数, 若 a 是一个交换李代数, 则李代数
直和 h = a⊕ g 就是 g 通过 a 的中心扩张, 这种中心扩张称为平凡中心扩张.
接下来考虑 Witt 代数的中心扩张, 设 kc 为一维交换李代数, 其基元为 c, 设 V =W ⊕ kc

是向量空间的直和, 我们希望在 V 上定义李括号使其成为非平凡的中心扩张. V 中元素有
x+ fc 的形式, 其中 x ∈ W , f ∈ k. 我们分别以 [·, ·]V 和 [·, ·]W 记 V 和 W 中的李括号, 对于
x, y ∈ W , [x, y]V ∈ V , 设其为 [x, y]W + f(x, y)c, 其中 f : V × V → k, 由于 V 是李代数, f 必
须满足一些条件, 由反对称性知 f(x, y) = −f(y, x), 由 Jacobi 恒等式知

f(x, [y, z]) + f(y, [z, x]) + f(z, [x, y]) = 0,

再加上 [Lm, Ln] = (m− n)Lm+n, 可以解得 (具体过程可见视频An algebra for string theory –
The Virasoro algebra.)

f(Lm, Ln) = λ(m3 −m)δm+n,0,

其中 λ ∈ k 是任意常数, δm+n,0 是克罗内克符号.
事实上可以证明Witt 代数的非平凡中心扩张是唯一的 ([5, Theorem 5.1]), 若 λ = 0, 以上

构造显然是平凡扩张, 因此以下要求 λ 非零. 非零常数 λ 的选取是任意的, 因为若选取 λ′, 总
是可以通过映射 c 7→ (λ′/λ)c′ 得到李代数同构. 由于一些物理学家的约定, 一般选取 λ = 1/12.

定义 11 (Virasoro 代数). 设 k 是特征 0 的域, V 是 k 上的以 {Li : i ∈ Z} ∪ {c} 为基的线性
空间, 其中诸 Li 和 c 为形式生成元, 即

V =

(⊕
i∈Z

kLi

)
⊕ kc,

定义二元运算 [·, ·] : V × V → V , 在基上满足

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
(m3 −m)c

12
δm+n,0,

[Ln, c] = [c, Ln] = 0,

其中 m,n ∈ Z, 线性延拓到整个 V 上使其成为一个李代数, 这样的 V 称为 Virasoro 代数, 其
中的 c 称为中心元.

3 魔群与顶点代数

以下内容没脸见人.

https://www.youtube.com/watch?v=u-umYsfju4w
https://www.youtube.com/watch?v=u-umYsfju4w
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3.1 魔群月光

魔群为最大的散在单群, 最早由 Griess 构造, 为一个称为 Griess 代数的 196884 维交换非
结合代数的自同构群, 之后 Conway 给出了一个基于编码理论的简化构造, 见 [3] 第 29 章, 两
种构造均与 Leech 格相关. 通常以 M 记魔群.
魔群共有 194 个共轭类, 进而有 194 个不可约表示, 它们的维数分别为

1, 196883, 21296876, 842609326, 18538750076, 19360062527, . . .

该有限数列的 OEIS 号为A001379.
现考虑著名的 j-不变量的 q 级数展开

j(q) =
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + 864299970q3 + 20245856256q4 + · · ·

用 an 表示 A001379 的第 n 个数, 并用 cn 表示 j-不变量的 q 级数展开的第 n 个系数, 1978 年
McKay 利用惊人的注意力注意到

c2 = a1 + a2 = 1 + 196883,

进一步, 由 Thompson 注意到

c3 = a1 + a2 + a3,

c4 = 2a1 + 2a2 + a3 + a4,

c5 = 3a1 + 3a2 + a3 + 2a4 + a5,

c6 = 4a1 + 5a2 + 3a3 + 2a4 + a5 + a6 + a7,

由此引出所谓的魔群月光猜想, 应该存在一个某种意义下自然的无限维分次表示 ρ : M →
GL(V ♮, V ♮ =

⊕∞
n=−1 V

♮
n 使得

∞∑
n=−1

dim(V ♮
n)q

n = j(q)− 744.

之后 Conway 和 Norton 还提出了更精细的刻画.

3.2 顶点代数

魔群最知名的性质即魔群月光现象, 其证明用到一种称为顶点代数的构造, 该代数也在某
些物理领域中使用, 但据其发明者称, 顶点代数的原始动机与魔群和物理均无关, 而是源于一些
关于 Leech 格的性质, 见视频 The Genesis of Vertex Algebras.

https://oeis.org/A001379
https://youtu.be/ZAXiht8UK5I?si=hTab55Xr_uv8vF-c
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设 R 是交换环, 定义 R[[z, z−1]] 为双边洛朗级数加法群, 其中元素形如∑
n∈Z

anz
n,

其中 an ∈ R.

定义 12 (顶点代数). 设 R 是一个交换环, V 是 R-模, 并且

• V 中有一个标记为 1 的元素,

• 对每个 a ∈ V 和 n ∈ Z, 有一个 an ∈ EndR(V ),

• 存在线性映射 T : V → V ,

以上资料满足以下条件,

• 1−1 = idV , 而当 n 6= −1 时, 1n = 0

• 对任意 a ∈ V , a(−1)1 = a, 任意 n ≥ 0, an1 = 0,

• 对任意 a, b ∈ V , 存在整数 N , 当 n ≥ N 时, aNb = 0,

• T (1) = 0, 并且
T ◦ an − an ◦ T = −nan−1,

对任意 a ∈ V 和 n ∈ Z 成立,

• 对任意 a, b ∈ V , m, l, k ∈ Z,∑
j≥0

(
l

j

)(
(−1)jam+l−jbk+j − (−1)j+lbk+l−jam+j

)
=
∑
n≥0

(
m

n

)
(an+lb)m+k−n,

则称 V 是一个顶点代数.

对于物理学家来说, 定义中的 V 称为态空间, 1 称为真空态或真空向量, an 称为场, 我
们将不使用这些术语. 线性映射 T 称为平移算子, 最后一条公理称为定域公理或局部公理或
Borcherds 恒等式, 或顶点代数的 Jacobi 恒等式.

很难想象人是怎么能想出来这么奇怪的定义的, 接下来略微解释.
可以将顶点代数理解为, 带有无穷多种乘积运算的代数, 这些运算由整数标号, 例如 a 和 b

的乘积记为 anb, 显然这与 an ∈ EndR(V ) 基本是同一回事. 这些运算未必是交换的, 但是是右
结合的, 实际上 Borcherds 恒等式就是刻画这些运算的某种交换性. 这些运算之间还存在一些
平移关系, 由平移算子 T 刻画.
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这一大堆定义看起来可能有些乱, 目前通用的定义中使用了双边洛朗级数来将这一族乘法
运算绑定起来, 定义 R-线性映射

Y (·, z) : V → EndR(V )[[z, z−1]],

Y (a, z) =
∑

n∈Z a(n)z
−n−1, 其中 a(n) ∈ EndR(V ), 作用在 V 上. 这种记法将会使得公理变得更

简洁一些, 但代数层面略失严谨性, 因为迫不得已必须在一大堆各种形式级数空间中工作. 这
样的 Y 称为顶点算子, 使用顶点算子, 平移公理就写为

[T, Y (a, z)] = ∂zY (a, z),

其中 [·, ·] 是交换子, Borcherds 恒等式则以某种我不知道怎么回事的方式转化成, 对任意 a, b ∈
V , 存在正整数 M 使得

(z − w)M [Y (a, z), Y (b, w)] = 0

在 EndR(V )[[z, z−1, w, w−1]] 中成立, 这里的 Y (·, w) 疑似是没有定义的, 并且几乎所有顶点代
数教材都忽略这一问题, 一个比较严格的叙述是, 指定一个形式变量集, 每个形式变量都有一个
顶点算子, 它们之间只有变量不同, 系数完全相同, 可以将这个形式变量集想象成复平面, 而这
些顶点算子以某种形式“亚纯”的依赖其形式变量. 最好的理解大概是把这些级数看做形式的
记号, 只是将一堆乘法用级数标记, 方便运算而已.

现假设 R 是复数域 C.

定义 13 (顶点算子代数). 设 V 是顶点代数, 并且 V 是 Z-分次模, 即

V =
⊕
n∈Z

Vn,

并且 1 ∈ V0, 存在一个标记为 ω 的元素, ω ∈ V2, 满足

• ω0 = T ,

• 对任意整数 m 和 n, 有

[ωn+1, ωm+1] = (m− n)ωm+n+1 +
(m3 −m)c

12
δm+n,0 idV ,

• ω1 在 V 上的特征值为诸整数 n ∈ Z, 并且 Vn 就是 ω1 的对应特征值 1 的特征子空间.

定义中的 ω 称为共形向量, c 称为中心荷, 顶点算子代数有时也称为共形顶点代数. 若约
定 Ln = ωn+1, 则顶点算子代数就可以看做带 Virasoro 代数作用的顶点代数.
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3.2.1 例 1: 交换环

设 R 是交换环, 取 V = R, 1 取为 R 的单位元 1, 对任意 a ∈ V , 定义 a−1 为左乘 a, 即
a−1b = ab, 而任意正整数 n 6= −1, 定义 an = 0, 即 anb = 0, 平移算子 T 也取零算子 0, 可以验
证这样使得交换环成为一个顶点代数.
更有意思的例子是, 假设 R 上有导子 D, 取平移算子 T = D, 而对任意 a ∈ V , 当 n ≥ 0

时, 定义 anb = 0, 当 n < 0 时, 定义 anb =
1

(−n−1)!
D−n−1ab, 这样也得到一个顶点代数, 当 D

为平凡导子 0 时即退化为之前情况.

3.2.2 例 2: 可数元多项式代数

设 C-模 V = C[x−1, x−2, x−3, . . . ] 为可数个形式变元的多项式代数, 变元由负整数编号,
这是一个无穷维向量空间, 基为 1 和形如 xn1

· · ·xnk
的单项式, 其中 n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk < 0,

我们要求 1 为次数 0, x−n 为次数 n, 而 xn1
· · ·xnk

为次数 −
∑k

i=1 ni, 并令负数次分量为 0 维
向量空间, 这使得 C[x−1, x−2, x−3, . . . ] 成为一个 Z-分次向量空间.
取 1 = 1 为单位元, 平移运算由 T (1) = 0 和 T (x−n) = nx−n−1 生成 (满足莱布尼兹律).

以下我们将混淆记号, 用相同的符号表示左乘 x−n 算子与元素 x−n 本身, 再约定 x0 是左乘 0,
xn 表示微分算子 n ∂

∂x−n
. 我们使用级数记号法, 定义

Y (x−1, z) =
∑
n∈Z

xnz
−n−1,

而
Y (x−k, z) =

1

(k − 1)!
∂k−1
z Y (x−1, z),

其他元素的级数以更复杂的形式生成, 可验证这已是顶点代数, 再令共形向量 ω = 1
2
x2−1, 可验

证这使得 V 成为一个顶点算子代数, 中心荷为 1.
此外, 考虑 V 的分次维数, 由构造知 dimVn = p(n), 其中 p(n) 是分拆数, 因此分次维数的

生成函数就是 ∑
n∈Z

dim(Vn) =
∞∑

n=1

p(n)qn,

由分拆数的 Euler 定理知右边即为
∏∞

k=1(1 − qk)−1, 这与 η 函数差 q1/24 倍, 这玩意疑似在物
理中有一些意义, 但我不懂也不关心.

3.2.3 例 3: 魔群顶点代数

魔群顶点代数也叫月光模, 通常记为 V ♮, 它具有分次结构 V ♮ =
⊕∞

n=−1 V
♮
n , 可以通过将低

于 −1 次的分量看做 0 维向量空间来构成顶点算子代数需要的 Z-分次结构. 它的自同构群正
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好是魔群 Aut(V ♮) = M, Griess 代数可以嵌入它的二次分量 V ♮
2 , 且满足

∞∑
n=−1

dim(V ♮
n)q

n = j(q)− 744.

1988 年, Frenkel, Lepowsky 和 Meurman 构造出了月光模 [4], 其构造与 Leech 格相关, 从
Leech 格的性质中自然产生, 这足以证明魔群月光猜想最简单的版本, 1992 年, Borcherds 利用
月光模证明了 Conway-Norton 版本的魔群月光猜想.
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