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1 简介

本文标题虽然是盖尔方德对偶, 但内容还包括一些其他内容. 除实情形一节外, 本文默认
标量域均为复数域 C.

定义 1 (代数). 设 R 是一个非零交换环, A 同时是一个环和一个 R-模, 并且模的加法与环的
加法相同, 而 A 中乘法与数乘相容, 则称 A 是一个 R-代数.

由于作者已习惯环一定含幺, 于是我们这里代数也默认含幺, 而分析学中经常需要考虑未
必含幺的代数, 我们称其为无幺代数. 相应的范畴记为 R-Algebra 和 R-Algbra, 暗示去掉了单
位元 e, R-Algebra 是 R-Algbra 的子范畴. 注意此处记号不是标准的.

定义 2 (赋范代数). 设 A 是一个 C-代数, 若 A 作为 C-线性空间是一个赋范空间, 其中范数记
为 ‖ · ‖ : A→ [0,∞), 满足 ‖XY ‖ ≤ ‖X‖‖Y ‖, ‖I‖ = 1, 其中 X,Y, I ∈ A, I 是单位元, 则称 A

是一个赋范代数.

定义 3 (巴拿赫代数). 完备的赋范代数称为巴拿赫代数.

定义 4 (∗-代数). 设 A 是一个代数, 带有一个对合映射 ∗ : A→ A, 满足 (X + Y )∗ = X∗ + Y ∗,
(kX)∗ = kX∗, X∗∗ = X, (XY )∗ = Y ∗X∗, 其中 X,Y ∈ A, k ∈ C, 则称 A 是一个 ∗-代数.

定义 5 (C∗ 代数). 设 A 是一个巴拿赫 ∗-代数, 并且满足对 ∀X ∈ A, 都有 ‖X∗X‖ = ‖X‖2,
则称 A 是一个 C∗ 代数.

此处 C 的含义是闭 (Close) 的首字母, 详细原因将在附录详细说明.
以下是本文中需要用到的范畴列表, 表中一些未定义的术语将在正文中说明.
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范畴 对象 态射

R-Algebra R-代数 (含幺) R-代数同态 (保幺)
R-Algbra R-代数 (未必含幺) 无幺 R-代数同态

CBAlgebra 交换巴拿赫代数 (含幺) 有界 C-代数同态 (保幺)
CBAlgbra 交换巴拿赫代数 (未必含幺) 有界无幺 C-代数同态
C∗CAlgebra 交换 C∗ 代数 (含幺) ∗-同态 (保幺)
C∗CAlgbra 交换 C∗ 代数 (未必含幺) ∗-同态
C∗CAlgbrand 交换 C∗ 代数 (未必含幺) 非退化 ∗-同态
C∗CAlgbrand,m 交换 C∗ 代数 (未必含幺) 到乘子代数的非退化 ∗-同态

CHaus 紧豪斯多夫空间 连续映射

CHaus• 带基点的紧豪斯多夫空间 保基点的连续映射

LCH 局部紧豪斯多夫空间 连续映射

LCHp 局部紧豪斯多夫空间 真连续映射

Hil 希尔伯特空间 有界线性算子

注意本表未标注作为系数环的 C, 这是因为本文只关心这种情况, 不会引起混淆, 故省略.
总的来说, 本文的目标是说明下图交换. 其中横向的双箭头均为对偶等价, 纵向和斜向的

双箭头均为伴随函子.

C∗CAlgbrand,m LCHop

C∗CAlgebra CHausop
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CBAlgbra
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本节的目标是说明下图交换.
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2.1 巴拿赫代数

定理 1. 设巴拿赫代数 A 中元素 X 可逆, 若元素 Y 满足

‖Y ‖ < 1

‖X−1‖
,

则元素 X − Y 也可逆, 即距离 X 足够近的元素也可逆.

证明. 首先假设 X = I, 则 ‖X‖ = 1, ‖Y ‖ < 1, 则 I − Y 的逆由级数

S =
∞∑
k=0

Y k

给出, 由于 ‖Y ‖ < 1, 该级数部分和为柯西列, 由完备性知级数收敛, 直接计算即知其确实是
I − Y 的逆.
接下来考虑一般情形, 将 X − Y 写为

X − Y = X
(
I −X−1Y

)
,

则 ∥∥X−1Y
∥∥ ≤

∥∥X−1
∥∥ ∥∥Y ∥∥ < 1,

应用前述结论即得

(X − Y )−1 =
(
X
(
I −X−1Y

))−1
=
(
I −X−1Y

)−1
X−1 =

(
∞∑
k=0

(
X−1Y

)k)
X−1,

即 X − Y 可逆.

定义 6 (预解集, 谱集). 对于巴拿赫代数 A 中选定的元素 X, 考虑

λI −X,

其中 λ ∈ C, 使得 λI −X 可逆的 λ 组成的集合称为 X 的预解集, 记为 ρ(X), 使得 λI −X 不

可逆的 λ 组成的集合称为 X 的谱集, 记为 σ(X).

当 λI −X 可逆时, 通常称 (λI −X)
−1
为预解式.
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定理 2. ρ(X) 是 C 中开集.

证明. 假设 λ ∈ ρ(X), 考虑 K = λI −X, Y = hI, 其中 h ∈ C, 则 K 可逆, 当

‖hI‖ = |h| < 1

‖K−1‖

时, λI −X − hI = (λ− h)I −X 可逆, λ− h ∈ ρ(X), 即 λ 在 ρ(X) 内有开邻域ß
λ− h : |h| < 1

‖K−1‖

™
,

从而知 ρ(X) 是 C 中开集.

定理 3. 预解式 R(λ) = (λI −X)
−1 是 ρ(X) 上的解析函数.

证明. 若 λ, µ ∈ ρ(X), 有

(µ− λ)I = (µI −X)− (λI −X)

= (λI −X)R(λ)(µI −X)− (λI −X)R(µ)(µI −X)

= (λI −X)(R(λ)−R(µ))(µI −X),

两边同时左乘 R(λ) 且右乘 R(µ) 可得

(µ− λ)R(λ)R(µ) = R(λ)−R(µ),

由此可知
R(µ)−R(λ)

µ− λ
= −R(λ)R(µ),

令 µ→ λ 得 R′(λ) 存在且等于 −R(λ)2, 于是 R(λ) 在 ρ(X) 上解析.

定理 4. σ(X) 是 C 中非空闭集.

证明. 由 σ(X) = C− ρ(X) 和 ρ(X) 开知 σ(X) 闭. 现假设 σ(X) 空, 则 ρ(X) = C, 即 R(λ) 是

整函数, 当 λ→ ∞ 时, 由于 (I − λ−1X)−1 → I, 故

‖R(λ)‖ =
∥∥∥λ (I − λ−1X

)−1
∥∥∥ = |λ|−1

∥∥∥(I − λ−1X
)−1
∥∥∥→ 0,

任取线性泛函 l, 由刘维尔定理知 l(R(λ)) = 0, 进而 R(λ) = 0, 这是不可能的.

关于巴拿赫空间中的解析函数, 见附录.

定义 7 (谱半径). X 的谱半径定义为

r(X) = max
λ∈σ(X)

|λ|.
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注意, 也有人使用 ρ(X) 表示谱半径, 这是一个非常容易混淆的符号.

定理 5 (盖尔方德谱半径公式).
r(X) = lim

k→∞

∥∥Xk
∥∥ 1

k .

证明见 [7] 定理 1.8 或 [11] 第 17 章定理 4.

定理 6 (盖尔方德-马祖尔定理). 若 A是一个可除巴拿赫代数,即所有非零元均可逆,则 A ∼= C.

证明. 假设 X ∈ A 且 X 6= kI, 其中 k ∈ C, 则对任意 λ ∈ C 均有 λI − X 6= 0, 从而对所
有 λ ∈ C, λI −X 皆可逆, 于是 σ(X) = ∅, 这是不可能的, 故存在 k ∈ C 使得 X = kI, 映射
kI → k 即为同构 A ∼= C.

2.2 交换巴拿赫代数

定义 8 (谱). 设 A 是一个含幺或无幺的交换巴拿赫代数, 定义其谱 σ(A) 为从 A 到 C 的所有
非零同态组成的集合, 约定 σ0(A) = σ(A) t {0}, 即添加零同态.

引理 1. 设 A 是一个交换巴拿赫代数, f ∈ σ(A), I 是 A 的单位元, 则 f(I) = 1, 若 X 是 A

中可逆元, 则 f(X) 6= 0.

证明. 对 ∀Y ∈ A, 由 f(Y ) = f(Y I) = f(Y )f(I) 和 f 6= 0 得 f(I) = 1. 由 1 = f(I) =

f
(
X
)
f (X−1) 即得 f(X) 6= 0.

定理 7. 设 A 是一个交换巴拿赫代数, f ∈ σ(A), 则对 ∀X ∈ A, 有

|f(X)| ≤ ‖X‖.

证明. 假设存在 X ∈ A 使得 |f(X)| > ‖X‖, 令 Y =
X

f(X)
, 则 |Y | < 1, 于是知 I − Y 可逆, 而

又有

f(I − Y ) = f(I)− f

(
X

f(X)

)
= 1− 1 = 0,

这是不可能的, 因此定理成立.

定理 8. 设 A 是一个交换巴拿赫代数, σ(A) 作为 A∗ 的子集, 在弱 ∗ 拓扑下是紧豪斯多夫空间.

证明. 由上一定理知 f ∈ σ(A) 的算子范数 ‖f‖ ≤ 1, 即 σ(A) 是 A∗ 中单位闭球的子集, 在弱 ∗

拓扑下, σ(A) 是单位闭球的闭子集, 由 Banach-Alaoglu 定理 (见附录) 知 σ(A) 是紧豪斯多夫

的.
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定理 9. 定义
σ : CBAlgebra → CHausop,

对象层面, ∀A ∈ Ob(CBAlgebra), A 7→ σ(A), 态射层面, ∀f ∈ HomCBAlgebra(A,B),

σ(f) : σ(B) → σ(A)

φ 7→ φ ◦ f,

则上述定义的 σ 确实是函子.

证明. 对象层面由上一定理保证, 态射层面, 由于含幺代数同态一定保幺, 故非零, 而非零同态
的复合仍是非零同态, 所以 σ(f) 是良定的, 接下来证明它是连续的. σ(A) 上的弱 ∗ 拓扑由以下

形式的子基生成,
U(a, V ) = {φ ∈ σ(A) : φ(a) ∈ V },

其中 a ∈ A, V 是 C 中的开集, 它在 σ(f) 下的原像为

σ(f)−1(U(a, V )) = {φ ∈ σ(B) : (φ ◦ f)(a) ∈ V } = {φ ∈ σ(B) : φ(f(a)) ∈ V },

右侧恰好是 σ(B) 中子基 U(f(a), V ), 在 σ(B) 中是开集, 因此 σ(f) 是连续映射.
由范畴论可知拉回映射的函子性, 因此 σ 确实是函子.

引理 2. 设 A 是一个交换巴拿赫代数, I 是 A 的真理想, 则其闭包 J 也是 A 的真理想.

证明. 设 k ∈ C, X,Y ∈ I, Xn → X, Yn → Y , Xn, Yn ∈ I, 则

X + Y = lim
n→∞

(Xn + Yn) ∈ I,

kX = lim
n→∞

kXn ∈ I,

于是 I 是理想. 由于单位元 I 附近存在一个开球使得其中元素均可逆, 而 I 内无可逆元, 则其
闭包 I 一定不包含 I, 从而是真理想.

引理 3. 交换巴拿赫代数的极大理想一定是闭的.

证明. 若不然, 其闭包也是真理想, 这与极大性矛盾.

定理 10. 交换巴拿赫代数 A 中元素 X 可逆当且仅当对任意 f ∈ σ(A), 都有 f(X) 6= 0.

证明. 只需证明若 X 不可逆, 则存在 f ∈ σ(A) 使得 f(X) = 0, 由 X 不可逆知存在 A 的极

大理想 m 包含 X, 由极大性知 A/m 是域, 由盖尔方德-马祖尔定理知其同构于 C, 于是商映射
π : A→ A/m ∼= C 即满足 π(X) = 0.
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定理 11. 设 X 是交换巴拿赫代数中元素, 则其谱为

σ(X) = {f(X) : f ∈ σ(A)}.

证明. 由谱集的定义知, 复数 λ ∈ σ(X) 当且仅当 λI −X 可逆, 这又等价于存在 f ∈ σ(A) 使

得 f(λI −X) = 0, 等价于 f(X) = λ.

定义 9 (极大谱). 交换巴拿赫代数 A 的所有极大理想组成的集合称为其极大谱, 记为 Max(A).

定理 12. 对任意交换巴拿赫代数 A, σ(A) 与 Max(A) 之间有一个一一对应.

证明. 做映射

σ(A) → Max(A)

f 7→ ker f,

由于非零同态一定是满射, 则有 A/ ker f ∼= C, 于是 ker f 是 A 的一个极大理想. 若 g ∈ σ(A),
ker f = ker g, 则对 ∀X ∈ A, 它可以表示为 X = f(X)I + Y , 其中 Y ∈ ker f , 则 g(X) =

f(X)g(I) + g(Y ) = f(X), 由 X 任意性知 f = g, 即 f 7→ ker f 是单射, 接下来说明它是满射.
对 m ∈ Max(A), 如前所述, π : A→ A/m ∼= C 即为 σ(A) 中元素, 于是 f 7→ ker f 是满射,

进而是双射.

定理 13. 定义
C : CHaus → C∗CAlgebraop,

对象层面, ∀K ∈ Ob(CHaus), C(K) 为 K 到 C 的所有连续函数组成的集合, 态射层面, ∀φ ∈
HomCHaus(K,L),

C(φ) : C(L) → C(K)

f 7→ f ◦ φ,

则以上定义的 C 确实是一个函子.

证明. 由 C 中加法和乘法的连续性可知 C(K) 是 C-代数, 映到 1 的常值映射为 C(K) 中单位

元. 在 C(K) 上定义范数为一致范数

‖f‖∞ = sup
x∈K

|f(x)|,

由 K 紧知该范数有意义, 由基础泛函分析知它使得 C(K) 成为一个巴拿赫代数, 再定义对合为
复共轭 f∗(x) = f(x), 由范数的定义得

‖f∗f‖∞ = sup
x∈K

|f∗(x)f(x)| = sup
x∈K

|f(x)f(x)| = sup
x∈K

|f(x)|2 = ‖f‖2∞,
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于是 C(K) 成为一个 C∗ 代数.
态射层面, C(φ) 显然是良定的, 接下来证明它是一个 C∗ 代数同态. 映射的复合显然与加

法, 乘法和数乘可交换, 并且

C(φ)(f∗) = f ◦ φ = f ◦ φ = (C(φ)(f))∗,

即 C(φ) 保持对合,

‖C(φ)(f)‖∞ = sup
x∈K

|f(φ(x))| ≤ sup
y∈L

|f(y)| = ‖f‖∞,

推出 C(φ) 是有界的, 于是知 C(φ) 确实是 C∗ 代数同态. 由拉回映射函子性知 C 确实是函

子.

定义 10 (盖尔方德变换). 设 X 是交换巴拿赫代数 A 中元素, 定义“X : σ(A) → C

f 7→ f(X),

它显然是 σ(A) 上的连续函数, 即 C(σ(A)) 中元素, 则映射

ΓA : A→ C(σ(A))

X 7→ “X
称为盖尔方德变换.

在不引发混淆的情况, 可省略 ΓA 的下标.

定理 14. 设 X 是交换巴拿赫代数 A 中元素, 则以下成立:
1, 盖尔方德变换是从 A 到 C(σ(A)) 的 C-代数同态;
2, X 可逆当且仅当 “X 的值域不含 0;
3, “X 的值域即为 σ(X);
4, ‖“X‖∞ = r(X) ≤ ‖X‖.

证明. 1, ’(XY )(f) = f(XY ) = f(X)f(Y ) = “X(f), 加法和数乘同理, 而由 f(I) = 1 知 Î(f) ≡
1, 因此是同态.

2, X 可逆当且仅当对任意 f ∈ σ(A), 都有 f(X) 6= 0, 即 “X(f) 6= 0.
3, 由 σ(X) = {f(X) : f ∈ σ(A)} =

¶“X(f) : f ∈ σ(A)
©
即得.

4, 由谱半径的定义即得.

定义 11. 定义函子 Γ: CBAlgebra → C∗CAlgebra 为函子 σ 与 C 的复合.
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我们可以将 Γ 看做交换巴拿赫代数的 C∗ 化, 我们将证明它是遗忘函子的左伴随.

定理 15. Γ 是从 idCBAlgebra 到 Γ 的自然变换.

证明. 也就是要证明对任意交换巴拿赫代数 A 和 B, 下图交换.

A Γ(A)

B Γ(B)

ΓA

ψ Γ(ψ)

ΓB

注意 Γ 就是 C ◦ σ, 任取 a ∈ A, ΓB(ψ(a)) = ‘ψ(a),
C(σ(ψ))(ΓA(a)) = â ◦ σ(ψ),

而对于任意的 g ∈ σ(B), 有 ‘ψ(a)(g) = g(ψ(a)),

â ◦ σ(ψ)(g) = â(g ◦ ψ) = g(ψ(a)),

因此 ΓB(ψ(a)) = C(σ(ψ))(ΓA(a)), 即该图交换.

2.3 交换 C∗ 代数

定理 16. 设 X 是一个紧豪斯多夫空间, 对任意 x ∈ X, 定义 hx : C(X) → C, hx(f) = f(x),
则 H : x 7→ hx 是 X 到 σ(C(X)) 的同胚.

证明. 显然映射 hx 是一个非零同态, 即 hx ∈ σ(C(X)). 现假设 hx = hy, 则对 X 上任意连续

函数 f , 都有 f(x) = f(y), 而紧豪斯多夫空间一定是正规空间, 由乌雷松引理知若 X 6= y, 则
一定存在连续函数分离这两点, 因此必有 x = y, 故 H 是单射.
接下来证明该映射是连续的, 假设任意网 xα → x, 由 f 的连续性知 f(xα) → f(x), 即

haα(f) → hx(f) 对任意 f 都成立, 则在弱 ∗ 拓扑下, hxα
→ hx, 因此 H 是连续的.

由于 H 是紧豪斯多夫空间之间的连续单射, 只需说明它是满射就能得到它是同胚, 即
C(X) 到 C 的每个非零同态都形如 hx, 这等价于说 C(X) 的每个极大理想都形如

kerhx = {f ∈ C(X) : f(x) = 0}.

假设 m 是 C(X) 中的任一极大理想, 并设 V (m) 是 m 中函数的公共零点集, 即

V (m) = {x ∈ X | f(x) = 0, ∀f ∈ m},
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假设 V 是空的, 那么对于每个点 x ∈ X, 由于它不是公共零点, 则必然存在着函数 fx ∈ m 使

得 fx(x) 6= 0, 则集合 Ux = {y ∈ X : fx(y) 6= 0} = f−1
x (C − {0}) 是 x 的开邻域, 所有这样的

Ux 组成 X 的一个开覆盖, 由 X 紧知其存在有限子覆盖, 不妨设为 Ux1
, . . . , Uxn

, 对应的函数
为 fx1

, . . . , fxn
, 它们当然是没有公共零点的, 令

g = fx1
fx1

+ · · ·+ fxn
fxn

= |fx1
|2 + · · ·+ |fxn

|2,

显然 g 连续且 g ∈ m, 而且在 X 上处处有 g > 0, 故 g 是 C(X) 中的可逆元, 这与 m 是极大理

想矛盾, 因此 V (m) 非空, 设 v ∈ V (m), 则 m ⊆ kerhv, 由极大性知 m = kerhv. 于是 H 是满

的, 进而是同胚.

定理 17 (斯通-魏尔斯特拉斯定理). 设 K 是一个紧豪斯多夫空间, A 是 C(K) 的一个子代数,
如果 A 满足以下条件:

• 对 K 中任意两个不同的点 x 6= y, 存在 f ∈ A 使得 f(x) 6= f(y);

• 对任意 x ∈ K 都存在 f ∈ A 使得 f(x) 6= 0;

• 对任意的 f ∈ A, 其复共轭函数 f ∈ A,

则 A 在 C(K) 中是稠密的.

该经典定理的证明见 [16] 定理 7.33.

定理 18. 若 A 是一个交换 C∗ 代数, 则 ΓA(A) 在 C(σ(A)) 中稠密.

证明. 第一步, 我们证明在 A 中, 若 X = X∗, 则 “X 是实值函数. 设 h ∈ σ(A), “X(h) = h(X) =

α+ iβ, 其中 α 和 β 为实数. 对任意实数 t ∈ R, 构造元素

Z = X + itI,

则有

h(Z) = h(X) + ith(I) = α+ iβ + it = α+ i(β + t),

Z∗Z = X2 + t2I,

由性质 |h(Z)| ≤ ‖Z‖ 以及 ‖Z‖2 = ‖Z∗Z‖ 得

α2 + (β + t)2 = |h(Z)|2 ≤ ‖Z‖2 = ‖Z∗Z‖ = ‖X2 + t2I‖ ≤ ‖X2‖+ t2,

展开左边得

α2 + β2 + 2βt+ t2 ≤ ‖X2‖+ t2,
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α2 + β2 + 2βt ≤ ‖X2‖,

由于右边 ‖X2‖ 是一个有限数, 不等式要对任意的实数 t 成立, 必须满足 β = 0, 这就证明了每
当 X = X∗ 时, “X(h) = α 必为实数.

第二步, 我们证明对任意 X ∈ A, 都有 ”X∗ = “X. 设

U =
X +X∗

2
, V =

X −X∗

2i
,

显然 U = U∗ 且 V = V ∗, 而 X 和 X∗ 可以表示为

X = U + iV, X∗ = U − iV,

根据第一步的可知 “U 和 “V 都是实值函数, 则“X = “U + i“V ”X∗ = “U − i“V , ”X∗ = “X.
第三步, 完成证明. 对 C(σ(A)) 中任意两个不同的函数 f 和 g, 一定存在 X ∈ A 使得

f(X) 6= g(X), 从而 “X(f) 6= “X(g), 单位函数 Î 满足对任意 f ∈ C(σ(A)), 都有 Î(f) = 1 6= 0,
由第二步知, 对任意的 “X ∈ ΓA(A), 其共轭即为 “X = ”X∗ ∈ ΓA(A), 由斯通-魏尔斯特拉斯定理
知, ΓA(A) 在 C(σ(A)) 中稠密.

定理 19. 设 A 是一个交换的巴拿赫代数, 若 X ∈ A, 则 ‖“X‖∞ = ‖X‖ 当且仅当对所有 k ≥ 1,
都有 ‖X2k‖ = ‖X‖2k . Γ 是一个等距同构当且仅当对所有 X ∈ A, 都有 ‖X2‖ = ‖X‖2.

证明. 若 ‖“X‖∞ = ‖X‖, 则

‖X2k‖ ≤ ‖X‖2
k

= ‖“X‖2
k

∞ = ‖‘X2k‖∞ ≤ ‖X2k‖,

所以 ‖X2k‖ = ‖X‖2k . 反过来, 如果对所有的 k, 都有 ‖X2k‖ = ‖X‖2k , 则由谱半径公式知

‖“X‖∞ = lim
k→∞

‖X2k‖
1

2k = ‖X‖.

显然 Γ 是等距同构推出 ‖X2‖ = ‖X‖2, 反之, 若 ‖X2‖ = ‖X‖2, 由归纳法立刻得到
‖X2k‖ = ‖X‖2k , 进而 ‖“X‖∞ = ‖X‖, 于是 Γ 是等距同构.

定理 20 (盖尔范德–奈马克定理). 若 A 是一个交换 C∗ 代数, 则 Γ 是从 A 到 C(σ(A)) 的等

距 ∗-同构.

证明. 设 X ∈ A, 令 Y = X∗X, 则 Y = Y ∗, 因此有∥∥∥Y 2k
∥∥∥ =

∥∥∥(Y 2k−1
)∗
Y 2k−1

∥∥∥ =
∥∥∥Y 2k−1

∥∥∥2 ,
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故
∥∥∥Y 2k

∥∥∥ =
∥∥∥Y 2k−1

∥∥∥2 = ∥∥∥Y 2k−2
∥∥∥4 = · · · = ‖Y ‖2k , 由上一定理得 ‖“Y ‖∞ = ‖Y ‖, 进而有

‖X‖2 = ‖X∗X‖ = ‖Y ‖ = ‖“Y ‖∞ = ‖’X∗X‖∞ = ‖“X∗“X‖∞ = ‖“X“X‖∞ =

∥∥∥∥∣∣∣“X∣∣∣2∥∥∥∥
∞

= ‖“X‖2∞,

因此 Γ 是等距. 而等距一定是单射, 且值域闭, 又因 ΓA(A) 在 C(σ(A)) 中稠密, 则 ΓA(A) =

C(σ(A)), 而 Γ 保对合在证明稠密性的第二步中已经证明了, 综上, Γ 确实是一个等距 ∗-同
构.

定理 21 (盖尔方德对偶). 函子 σ 是 C∗CAlgebra 与 CHaus 之间的对偶等价, 其拟逆函子即为
C.

证明. 对象层面, 现已证明 X ∼= σ(C(X)) 和 A ∼= C(σ(A)), 而在态射层面, 我们需要说明以下
两个图交换.

X σ(C(X)) A C(σ(A))

Y σ(C(Y )) B C(σ(B))

HX

φ σ(C(φ))

ΓA

ψ C(σ(ψ))

HY ΓB

任取 x ∈ X, HY (φ(x)) = hφ(x),

σ(C(φ))(HX(x)) = σ(C(φ))(hx) = hx ◦ C(φ),

而对于任意的 f ∈ C(Y ), 有
hφ(x)(f) = f(φ(x)),

hx ◦ C(φ)(f) = hx(f ◦ φ) = f(φ(x)),

因此 HY (φ(x)) = σ(C(φ))(HX(x)), 即左图交换.
至于右图, 先前已经证明过 Γ 的在范畴 CBAlgebra 中的自然性, 限制到范畴 C∗CAlgebra

上即知右图交换. 于是我们证明了自然同构 σ ◦C ∼= idCHaus 和 C ◦ σ ∼= idC∗CAlgebra, 即两范畴对
偶等价.

最后, 我们完成本节目标交换图的最后一部分.
此前提到的 C∗ 化有以下泛性质.

定理 22. 设 A 是一个交换巴拿赫代数, 对任意交换 C∗ 代数 B 和有界同态 φ : A → B, 都存
在唯一的 C∗ 代数同态 φ : Γ(A) → B 使得下图交换.

A Γ(A)

B

φ

ΓA

φ
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证明. 先证存在性, 构造 φ = Γ−1
B ◦ Γ(φ), 已知 ΓB 是 B 到 Γ(B) 的等距 ∗-同构, 其逆 Γ−1

B 存

在且亦是等距 ∗-同构, 于是 φ 确实是 C∗ 代数同态, 并且满足 φ = φ ◦ ΓA.
再证唯一性, 假设还有另一 C∗ 代数同态 ψ 满足条件, 则 φ 和 ψ 在 ΓA(A) 上相等, 由于

它们还保持对合, 故在 ΓA(A)
∗ = {α∗ : α ∈ ΓA(A)} 上也相等. 由斯通-魏尔斯特拉斯定理可知,

ΓA(A) ∪ ΓA(A)
∗ 生成的 ∗-代数在 Γ(A) 中稠密, 由稠密延拓的唯一性可知, 一定有 φ = ψ.

定理 23. 设 F : C∗CAlgebra → CBAlgebra 是遗忘函子, 则 Γ a F .

证明. 固定交换巴拿赫代数 A 和交换 C∗ 代数 B, 我们构造映射

Φ: HomC∗CAlgebra(Γ(A), B) → HomCBAlgebra(A,F (B))

f 7→ f ◦ ΓA,

其中我们把 B 与 F (B) 看做等同, 由于 ΓA 是代数同态, f ◦ ΓA 是有界代数同态, 故 Φ 良定.
再构造映射

Ψ: HomCBAlgebra(A,F (B)) → HomC∗CAlgebra(Γ(A), B)

g 7→ Γ−1
B ◦ Γ(g),

其中我们依然把 B 与 F (B) 看做等同, 已知 ΓB 是 B 到 Γ(B) 的等距 ∗-同构, 其逆 Γ−1
B 存在

且亦是等距 ∗-同构, 于是 Γ−1
B ◦ Γ(g) 确实是 C∗ 代数同态, Ψ 也良定.

对任意 g ∈ HomCBAlgebra(A,F (B)), 根据盖尔方德变换 Γ 作为自然变换的性质, 对于代数
同态 g : A→ B, 下图交换.

A Γ(A)

B Γ(B)

g

ΓA

Γ(g)

ΓB

于是我们有

Φ(Ψ(g)) = Γ−1
B ◦ Γ(g) ◦ ΓA = Γ−1

B ◦ ΓB ◦ g = g,

这说明 Φ ◦Ψ = idHomCBAlgebra(A,F (B)).
另一方面, 对任意 f ∈ HomC∗CAlgebra(Γ(A), B), 考虑 Ψ(Φ(f)), 令 g = Φ(f) = f ◦ ΓA.

由 Γ(A) 的泛性质可知, 对有界代数同态 g, 存在唯一的 C∗ 代数同态 g = Γ−1
B ◦ Γ(g) 使得

g = g ◦ ΓA, 而 f 也满足相同的性质, 故必有 Ψ(Φ(f)) = Γ−1
B ◦ Γ(g) = f .

最后, Φ 对第一个变量的自然性由盖尔方德变换的自然性推出, 对第二个变量的自然性直
接由映射复合的结合律得到, 因此 Φ 确实是一个自然双射, 故伴随性 Γ a F 得证.

综上, 我们证明了下图交换, 其中 σ 和 C 是对偶等价, F 和 Γ 是伴随对.
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C∗CAlgebra CHausop

CBAlgebra

σ

F
C

Γ

σ

3 无幺盖尔方德对偶

3.1 单位化

本节的目的是说明下图交换.

C∗CAlgebra CHausop

CBAlgebra

CBAlgbra

C∗CAlgbra CHausop•

σ

F

F
C

⊔{•}

Γ

σ

F

Γ

σ0

×C×C

σ0

F

F

C0

设 A 是一个无幺交换巴拿赫代数, 我们定义 Ã = A× C, 它显然是一个 C-向量空间, 在其
上定义乘法

(X, a)(Y, b) = (XY + bX + aY, ab),

容易验证这使得 Ã 成为一个交换 C-代数, (0, 1) 是幺元. 再在其上定义范数

‖(X, a)‖ = ‖X‖+ |a|,

可以验证这确实是范数, 并且使 Ã 成为一个交换巴拿赫代数.
在 Ã 中, 有自然的嵌入 ι : A → Ã, ι(A) = A× {0}, 由于 Ã/ι(A) ∼= C, 故 A 是 Ã 中的一

个极大理想.
我们称如上定义的 Ã 为 A 的单位化.

定理 24. 定义 ×C : CBAlgbra → CBAlgebra, 对 A ∈ Ob(CBAlgbra), A 7→ Ã, 对 f ∈
HomCBAlgbra(A,B), f 7→ f × idC,

f × idC : Ã→ ‹B
(X, a) 7→ (f(X), a),

则 ×C 确实是函子.
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证明. f × idC 显然保持加法和数乘, 我们验证它保持乘法,

f × idC((X, a)(Y, b)) = f × idC(XY + bX + aY, ab)

= (f(XY + bX + aY ), ab)

= (f(X)f(Y ) + bf(X) + af(Y ), ab)

= (f(X), a)(f(Y ), b)

=
(
f × idC(X, a)

)(
f × idC(Y, b)

)
.

再验证 f × idC 是有界的, 假设 ‖f(X)‖ ≤ C‖X‖

‖f × idC(X, a)‖ = ‖(f(X), a)‖ = ‖f(X)‖+ |a| ≤ C‖X‖+ |a| ≤ max(C, 1)(‖X‖+ |a|),

于是 f × idC 是有界的, 故 f × idC 良定. 另外, ×C 保持恒等映射和与复合可交换是显然的, 故
×C 确实是函子.

定理 25. 设 F : CBAlgebra → CBAlgbra 是遗忘函子, 则 (×C) a F .

证明. 对任意无幺交换巴拿赫代数 A 和交换巴拿赫代数 B, 定义映射

Φ: HomCBAlgebra(A× C, B) → HomCBAlgbra(A,F (B))

f 7→ [X 7→ f(X, 0)],

依旧将 B 和 F (B) 看做等同, Φ 显然是良定的. 再定义

Ψ: HomCBAlgbra(A,F (B)) → HomCBAlgebra(A× C, B)

g 7→ [(X, a) 7→ g(X) + aIB],

其中 IB 是 B 中单位元, 容易验证 Ψ 也是良定的.
考虑 Ψ(Φ(f)), 对任意的 (X, a) ∈ A× C,

Ψ(Φ(f))(X, a) = Φ(f)(X) + aIB = f(X, 0) + aIB = f(X, a).

再考虑 Φ(Ψ(g)), 对任意 X ∈ X,

Φ(Ψ(g))(X) = Ψ(g)(X, 0) = g(X) + 0IB = g(X).

因此 Φ ◦Ψ = idHomCBAlgebra(A×C,B), Ψ(Φ(f)) = idHomCBAlgbra(A,F (B)).
自然性的验证是简单的, 此处省略, 因此 (×C) a F .
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现进一步假设 A 还是一个 ∗-代数, 我们在 Ã 上定义对合 (X, a)∗ = (X∗, a), 直接验证即可

知道 Ã 也成为一个 ∗-代数. 但是如果 A 是一个 C∗ 代数, 按如上的范数, Ã 未必是 C∗ 代数,
要使它成为 C∗ 代数, 我们需要更换范数.

定理 26. 设 A 是一个无幺交换 C∗ 代数, 则在 Ã 上存在唯一的范数使其成为一个 C∗ 代数,
该范数如下定义: 当 A 严格无单位元时, 定义

‖(X, a)‖∗ = sup{‖XY + aY ‖ : Y ∈ A, ‖Y ‖ ≤ 1},

当 A 含单位元时, 定义
‖(X, a)‖∗ = max(‖X + aIA‖, |a|).

证明. 严格无单位元情形的证明见 [7] 定理 1.27, 接下来证明当 A 含单位元时, Ã 等距同构与
含幺交换 C∗ 代数 A ⊕ C, 其中加法, 乘法和数乘都按分量定义, 范数为直和范数 ‖(X, a)‖ =

max(‖X‖, |a|).
做映射

φ : Ã→ A⊕ C

(X, a) 7→ (X + aIA, a),

它将 Ã中单位元 (0, 1)映为 A⊕C中单位元 (IA, 1), 显然保持加法和数乘, 现验证乘法和对合,

φ((X, a)(Y, b)) = φ(XY + bX + aY, ab)

= (XY + bX + aY + abIA, ab)

= (X + aIA, a)(Y + bIA, b)

= φ(X, a)φ(Y, b),

φ((X, a)∗) = φ(X∗, a) = (X∗ + aIA, a) = (X + aIA, a)
∗ = φ(X, a)∗,

最后验证等距,
‖φ(X, a)‖ = max(‖X + aIA‖, |a|) = ‖(X, a)‖∗,

最后, φ 有逆映射 (Y, b) 7→ (Y − bIA, b), 故 φ 是双射, 因此是等距同构.

定理 27. 设 A 是一个无幺交换巴拿赫代数, 则 σ(A) t {•} = σ0(A) = σ(Ã).

证明. 我们将依旧在 Ã 中将 A→ A× {0} 等同起来. 对任意 f ∈ σ(A), 我们将它延拓到 Ã 上,
记为 f̃ , 因为同态必须满足 f̃(0, a) = a, 则唯一的延拓方式为

f̃(X, a) = f̃(X, 0) + af̃(0, 1) = f(X) + a.
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反过来, 对任意 h ∈ σ(Ã), 它限制在 A 上必须也是代数同态, 于是要么 h|A ∈ σ(A), 要么
h(X, a) = a, 即对应极大理想 A = kerh. 因此, σ(A) t {•} = σ0(A) = σ(Ã).

因为 σ(Ã) 是紧的, 由点集拓扑知, σ(A) 是局部紧的, 并且其单点紧化就是 σ0(A) = σ(Ã),
添加的单点对应 0 同态.

类似 σ, 容易证明 σ0 是从 CBAlgbra 到 CHaus• 的函子, 基点即为上述添加的单点, 并且显
然下图交换, 其中 F 为遗忘基点函子.

CBAlgebra CHausop

CBAlgbra CHausop•

σ

×C

σ0

F

定理 28. 对任意紧豪斯多夫空间 X, 定义 t{•} : X → X t {•}, 对连续映射 f : X → Y , 定义
t{•}(f) : X t {•X} → Y t {•Y },

t{•}(f)(x) =

f(x), x ∈ X,

•Y , x = •X ,

则以上定义了函子 t{•} : CHaus → CHaus•, 它是遗忘基点函子的左伴随, (t{•}) a F .

证明. 只需注意紧豪斯多夫空间并上单点仍是紧豪斯多夫的, t{•} 的函子性是显然的. 我们定
义

Φ: HomCHaus•(X t {•X}, (Y, y)) → HomCHaus(X,Y )

f 7→ f |X ,

Ψ: HomCHaus(X,Y ) → HomCHaus•(X t {•X}, (Y, y))

g 7→ Ψ(g),

其中

Ψ(g)(x) =

g(x), x ∈ X,

y, x = •X ,

显然两映射良定, 互逆, 并且具有自然性.

下图的交换性则直接由 σ0 的定义导出.
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CBAlgebra CHausop

CBAlgbra CHausop•

F

σ

⊔{•}

σ0

定理 29. 对带基点的紧豪斯多夫空间 (X,x) ∈ Ob(CHaus•), 定义 C0(X) 为在无穷远点消失

的连续函数空间, 即
C0(X) = {f ∈ C(X) : f(x) = 0},

设 φ : (X,x) → (Y, y)是 CHaus•中的一个态射,即保持基点的连续映射,定义 C0(φ) : C0(Y ) →
C0(X) 为

C0(φ)(g) = g ◦ φ, ∀g ∈ C0(Y ),

则以上定义的 C0 : CHaus• → C∗CAlgbra 是一个函子.

证明. 类似函子 C, 容易验证 C0(X) 确实是交换 C∗ 代数, 只是未必含幺, 由 g 和 φ 的连续性

知 C0(φ) 连续, 并且 g(φ(x)) = g(y) = 0, 即在无穷远点消失, 所以 C0(φ) 良定, 函子性由拉回
映射的构造直接得到.

接下来证明无幺版本的盖尔方德对偶.

定理 30 (无幺盖尔方德-奈马克定理). 若 A 是一个无幺交换 C∗ 代数, 则盖尔方德变换 ΓA 是

从 A 到 C0(σ0(A)) 的等距 ∗-同构.

证明. 将含幺版本的盖尔方德-奈马克定理应用到 Ã 上, 得到 Ã 与 C(σ(Ã)) 的等距 ∗-同构, 而
A 嵌入 Ã 是一个极大理想, 因此 Γ‹A|A = ΓA 是从 A 到 ΓA(A) 的等距 ∗-同构, ΓA(A) 也是

C(σ(Ã)) 的一个极大理想. 由于 σ(Ã) 与 Max(Ã) 之间存在一一对应, 对应极大理想 A 的同态

无非就是限制在 A 上为 0 的同态, 记为 0̃, 则

ΓA(A) = {f : f(0̃) = 0},

而已知 σ(Ã) = σ0(A), 以 0̃ 为基点, 则由 C0 的定义知 C0(σ0(A)) = {f : f(0̃) = 0}, 于是 ΓA

是从 A 到 C0(σ0(A)) 的等距 ∗-同构.

定理 31 (无幺盖尔方德对偶). 函子 σ0 是 C∗CAlgbra 与 CHaus• 之间的对偶等价, 其拟逆函子
即为 C0.

证明. 首先我们注意到 CHaus• 与余切片范畴 •/CHaus 本质是同一概念, 前者对象形如 (X,x),
其中 x ∈ X, 而后者对象形如 (X, f), 其中 f : {•} → X, 只需将 f(•) 看做基点即可, 态射
均为保持基点的连续映射, 故 CHaus• ∼= •/CHaus. 而显然 σ(•) = C, 于是盖尔方德对偶诱导
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出范畴等价 (C∗CAlgebra/C)op ∼= •/CHaus ∼= CHaus•, 因此只需证明范畴等价 C∗CAlgbra ∼=
C∗CAlgebra/C.
定义函子 U : C∗CAlgbra → C∗CAlgebra/C, 在对象上, 它将无幺 C∗ 代数 A 映为它的单位

化 (Ã, πA), 其中 πA : Ã → C 是标准的投影映射 (X, a) 7→ a. 在态射上, 将 ∗-同态 φ : A → B

映为 φ̃ : Ã→ ‹B, φ̃(X, a) = (φ(X), a), 由于 ϕ̃(0, 1) = (0, 1), 显然满足 πB ◦ ϕ̃ = πA.
再构造函子 K : C∗CAlgebra/C → C∗CAlgbra,在对象上,将 (C, πC)映为其核 kerπC ,因为

πC 是到 C 的保幺 ∗-同态, kerπC 是 C 的极大理想, 从而作为代数是一个未必含幺的 C∗ 代数.
在态射上,若 f : (C, πC) → (D,πD)是切片范畴中的态射,则满足关系 πD◦f = πC ,由此容易推
出 f(kerπC) ⊆ kerπD, 故 f 限制在 kerπC 上给出了一个未必保幺的 ∗-同态 K(f) : kerπC →
kerπD.
对于任意无幺 C∗ 代数 A，有 K(U(A)) = kerπA = {(X, 0) : X ∈ A} ∼= A. 对于

切片范畴中的任意对象 (C, π)，我们有 U(K(C, π)) = (flkerπ, πkerπ), 做映射 ψ : flkerπ → C,
(X, a) 7→ (X + aIC), 因为 C/ kerπ ∼= C, 则由陪集分解知 ψ 是代数同构, 等距性由 C∗ 范数唯

一性保证, 另外由 πkerπ(X, c) = π(ψ(X, c)) 知 πkerπ = π ◦ ψ, 即 ψ 保持切片范畴结构. 态射
层面的自然性是容易验证的, 于是我们有范畴等价 C∗CAlgbra ∼= C∗CAlgebra/C, 函子复合得到
σ0 与 C0 是 C∗CAlgbra 与 CHaus• 之间的对偶等价.

由此可以得到免费赠送的两个定理.

定理 32. ×C : C∗CAlgbra → C∗CAlgebra 与遗忘函子 F : C∗CAlgebra → C∗CAlgbra 是一对伴
随函子, (×C) a F .

定理 33. 复合函子 Γ = C0 ◦ σ0 : CBAlgbra → C∗CAlgbra 与遗忘函子 F : C∗CAlgbra →
CBAlgbra 是一对伴随函子, Γ a F .

最后回到单位化, 我们将之前定义的 C∗ 单位化函子也记为 ×C, 我们证明这种 C∗ 单位化

与先单位化再按上一节的方法 C∗ 化得到的两个交换 C∗ 代数是等距同构的.

定理 34. 符号如上, F 为遗忘函子, 则下图交换.

C∗CAlgebra CBAlgebra

C∗CAlgbra CBAlgbra

Γ

×C

F

×C

证明. 对任意无幺交换 C∗ 代数 A, 做映射 Ã→ Γ(Ã), (X, a) 7→÷(X, a), 这显然是双射, 并且

‖÷(X, a)‖∞ = sup{|h(X, a)| : h ∈ σ(Ã)} = max
(

sup
h∈σ(A)

|h(X) + a|, |a|

)
.
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接下来分类讨论, 若 A 已含单位元, 则

‖(X, a)‖∗ = max(‖X + aIA‖, |a|),

由含幺盖尔方德对偶知盖尔方德变换 ΓA 是等距同构, 故

‖X + aIA‖ = ‖ΓA(X + aIA)‖∞ = sup
h∈σ(A)

|“X(h) + aÎA(h)| = sup
h∈σ(A)

|h(X) + a|,

即 ‖(X, a)‖∗ = ‖÷(X, a)‖∞. 若 A 严格不含单位元, 则 0 ∈ σ(A), h 可以任意逼近 0, 于是知不可
能有 |a| > suph∈σ(A) |h(X) + a|, 故

‖÷(X, a)‖∞ = sup
h∈σ(A)

|h(X) + a|.

而 ‖(X, a)‖∗ = sup{‖XY + aY ‖ : Y ∈ A, ‖Y ‖ ≤ 1}, 由无幺盖尔方德对偶知

‖XY + aY ‖ = ‖ΓA(XY + aY )‖ = sup
h∈σ0

|h(X)h(Y ) + ah(Y )| = sup
h∈σ0

|h(X) + a||h(Y )|,

交换两个 sup 得

‖(X, a)‖∗ = sup
∥Y ∥≤1

(
sup

h∈σ0(A)

|h(X) + a| · |h(Y )|

)
= sup

h∈σ0(A)

(
|h(X) + a| · sup

∥Y ∥≤1

|h(Y )|

)
,

其中 sup∥Y ∥≤1 |h(Y )| = ‖h‖ ≤ 1, 又因 σ0(A) 只比 σ(A) 多一个 0 函数, 不影响 sup 的值, 所以
有 ‖(X, a)‖∗ ≤ ‖÷(X, a)‖∞.
另一方面, C∗ 代数理论告诉我们 ([6] 引理 6.17), 任何 C∗ 代数中都存在逼近单位元网

{Eα}, 其中对每个 α, 都满足 ‖Eα‖ ≤ 1, 并且对任意的 X ∈ A, 都有 limα ‖XEα −X‖ = 0. 现
取任意 h ∈ σ(A), 由于 h 非零, 故存在 X ∈ A, 使得 h(X) 6= 0, 故有

h(X) = h
(

lim
α
XEα

)
= lim

α
h(XEα) = lim

α

(
h(X) · h(Eα)

)
= h(X) · lim

α
h(Eα),

于是知 limα h(Eα) = 1, 所以

‖h‖ = sup
∥Y ∥≤1

|h(Y )| ≥ lim sup
α

|h(Eα)| = 1,

进而得到 ‖(X, a)‖∗ ≥ ‖÷(X, a)‖∞, 所以有 ‖(X, a)‖∗ = ‖÷(X, a)‖∞.
于是我们得到 (X, a) 7→ ÷(X, a) 是等距的, 所以 Γ(Ã) 在 Γ(Ã) 内稠密且闭, 于是 Ã ∼=

Γ(Ã) ∼= Γ(Ã). 态射层面的自然性则由盖尔方德变换的自然性保证.

如果忽略 C∗ 结构, 两种单位化作为巴拿赫代数是有界同构的, 但一般不是等距同构.
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定理 35. 设 A 是一个无幺交换 C∗ 代数, 则存在正常数 C1 和 C2, 使得 C1‖(X, a)‖∗ ≤
‖(X, a)‖ ≤ C2‖(X, a)‖∗.

证明. 先前已经证明 ‖(X, a)‖∗ = ‖÷(X, a)‖∞, 又因 ‖÷(X, a)‖∞ ≤ ‖(X, a)‖, 得到 ‖(X, a)‖∗ ≤
‖(X, a)‖, 因此可以直接取 C1 = 1.

另一方面, ‖(X, a)‖∗ = ‖÷(X, a)‖∞ = max
(
suph∈σ(A) |h(X) + a|, |a|

)
, 故 ‖(X, a)‖∗ ≥ |a| 且

‖(X, a)‖∗ ≥ suph∈σ(A) |h(X) + a|, 由无幺盖尔方德对偶知 ‖X‖ = ‖“X‖∞ = suph∈σ(A) |h(X)|,
又由

|h(X)| = |(h(X) + a)− a| ≤ |h(X) + a|+ |a|

可得

|h(X)| ≤ ‖(X, a)‖∗ + ‖(X, a)‖∗ = 2‖(X, a)‖∗,

两边取上确界后便得到

‖X‖ ≤ 2‖(X, a)‖∗,

综上得到

‖(X, a)‖ = ‖X‖+ |a| ≤ 2‖(X, a)‖∗ + ‖(X, a)‖∗ = 3‖(X, a)‖∗,

因此可取 C2 = 3.

由该定理推出 idA×C : (A× C, ‖ · ‖) → (A× C, ‖ · ‖∞)) 是一个有界的巴拿赫代数同构, 即
下图交换.

C∗CAlgebra CBAlgebra

C∗CAlgbra CBAlgbra

F

×C

F

×C

3.2 非退化同态, 真映射与单点紧化

本节说明下图交换.

C∗CAlgbra CHausop•

C∗CAlgbrand LCHop
p

σ0

C0

ι

σ

⊔{•}

C0

定义 12 (真映射). 设 X 和 Y 是拓扑空间, f : X → Y 是连续映射, 如果 K ⊆ Y 的任意的紧

子集, 都有 f−1(K) 是 X 的紧子集, 则称 f 是一个真映射.

真映射的复合显然也是真映射.
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定义 13. 定义范畴 LCHp 的对象为局部紧豪斯多夫空间, 态射为局部紧豪斯多夫空间之间的
真映射.

定理 36. 我们定义 t{•} : LCHp → CHaus•, 它将局部紧豪斯多夫空间映为其单点紧化, 设
f ∈ HomLCHp

(X,Y ), 定义 t{•}(f) = f : X t {•X} → Y t {•Y },

f(x) =

f(x), x ∈ X,

•Y , x = •X ,

则如上定义的 t{•} 是一个函子.

证明. 只需证明 f 是连续映射, 设 U ⊆ Y t {•Y } 是开子集, 若 •Y 不在 U 中, 由 f 的连续性

知 f
−1

(U) 在 X t {•X} 中开. 若 •Y ∈ U , 由单点紧化的定义知 Y t {•Y } −U 是 Y t {•Y } 中
紧集, 又由 f 是真映射知 f

−1
(Y t {•Y }−U) 是 X t {•X} 中紧集, 故 f

−1
(U) 是 X t {•X} 中

包含 •X 的开集, 因此 f 连续.

由点集拓扑知函子 t{•} 是本质满的, 但不是全的, 因此可以将 LCHp 看做 CHaus• 的子范
畴.

定理 37. 带基点的紧豪斯多夫空间之间的保基点连续映射 f : (X,x) → (Y, y) 限制在 X −{x}
上得到的映射 f |X−{x} : X − {x} → Y − {y} 是真映射当且仅当 f−1(y) = {x}.

证明. 若 f |X−{x} 是真映射,显然 f−1(y) = {x}. 反过来,若 f−1(y) = {x},设 K 是 Y −{y}中
紧子集,因此也是 Y 中紧集,则 Y −K 是包含 y 的开子集,故 f−1(Y −K)是 X 中包含 x的开

子集,则 X−f−1(Y −K) = X−f−1((Y −K−{y})∪{y}) = X−f−1(Y −{y}−K)−f−1(y) =

(X − {x})− f |−1
X−{x}((Y − {y})−K) = f |−1

X−{x}(K) 是 X − {x} 中紧子集, 于是 f |X−{x} 是真

映射.

定义 14 (非退化同态). 设 A 和 B 是无幺交换 C∗ 代数, f : A→ B 是 ∗-同态, 如果

{f(X)Y : X ∈ A, Y ∈ B}

张成的线性空间在 B 中稠密, 则称 f 是非退化的.

非退化同态的复合显然也是非退化的. 我们将带非退化同态的无幺交换 C∗ 代数范畴记为

C∗CAlgbrand, 它显然是 C∗CAlgbra 的子范畴.

定理 38. σ : C∗CAlgbrand → LCHop
p 是函子.
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证明. 对交换 C∗ 代数 A, 已知 σ(A) t {•} = σ0(A) ∼= σ(Ã) 是紧的, 因此 σ(A) 确实是局部紧

豪斯多夫空间, 只需证明 σ 将非退化同态映为真映射.
设 f : A→ B 是非退化同态, σ(f) : σ(B) → σ(A), φ 7→ φ ◦ f , 显然 σ0(f) : σ0(B) → σ0(A)

是保持基点的连续映射, 假设 0B 是 B 上的 0 同态, 0A 是 A 上的 0 同态, 则 σ0(f)(0B) = 0A,
我们来证明 σ0(f)

−1(0A) = {0B}. 假设 φ ∈ σ0(B), φ ◦ f = 0A, 则 φ 必须在 f(A) 上消失, 由
于 φ 是同态, 从而在 {f(X)Y : X ∈ A, Y ∈ B} 上也消失, 由 f 是非退化的, {f(X)Y : X ∈
A, Y ∈ B} 张成的线性空间在 B 中稠密, 故 φ 必须在 B 上消失, 故 φ = 0B. 由上一定理知
σ0(f)|σ(B) = σ(f) 是真映射.

由 σ 和 σ0 的定义知道下图交换.

C∗CAlgbra CHausop•

C∗CAlgbrand LCHop
p

σ0

ι

σ

⊔{•}

定义 15 (在无穷远点消失). 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, f : X → C 是连续映射, 若对任意
正数 ε > 0, 都存在 X 的紧子集 K, 使得任意 x ∈ X −K, 都有 f(x) < ε, 则称 f 在是无穷远

点消失的. X 上所有在无穷远点消失的函数组成的集合记为 C0(X).

显然 C0(X) 是一个未必含幺的交换 C∗ 代数.

定理 39. 定义 C0 : LCHp → C∗CAlgbraopnd, 它将局部紧豪斯多夫空间 X 映为其上在无穷远点

消失的函数集 C0(X), 将真映射 f : X → Y 映为 C0(f) : C0(Y ) → C0(X), φ 7→ φ ◦ f , 则如上
定义的 C0 是函子.

证明. 首先证明 C0(f) = φ ◦ f 的良定性, 对任意正数 ε, 存在 Y 中紧集 K, 使得 φ 在 Y −K

上的值小于 ε, 由 f 是真映射知 f−1(K) 是 X 中紧集, 并且在 X − f−1(K) 上 φ ◦ f 的值小于
ε, 故 φ ◦ f ∈ C0(X).
现只需证明 C0(f) 是非退化同态, 它显然是 ∗-同态. 任取 ψ ∈ C0(X) 和 ε > 0, 则存在 X

的紧子集 K 使得 ψ 在 X −K 上的值小于 ε. 因为 f(K) 是 Y 中紧集, 则由乌雷松引理知存
在连续函数 φ ∈ C0(Y ), φ : Y → [0, 1], 使得 φ(f(K)) = {1}. 于是在 K 上,

sup
x∈K

|C0(f)(φ)(x) · ψ(x)− ψ(x)| = 0 < ε,

在 X −K 上,

sup
x∈X−K

|C0(f)(φ)(x) · ψ(x)− ψ(x)| = sup
x∈X−K

|ψ(x)||φ(f(x))− 1| ≤ sup
x∈X−K

|ψ(x)| ≤ ε,
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因此在 X 上, 有

‖C0(f)(φ) · ψ − ψ‖∞ = sup
x∈X

|C0(f)(φ)(x) · ψ(x)− ψ(x)| ≤ ε,

于是知

{C0(f)(φ) · ψ : φ ∈ C0(Y ), ψ ∈ C0(X)}

已在 C0(X) 中稠密, 则其张成的线性空间更在 C0(X) 中稠密, 即 C0(f) 是非退化的.

定理 40. 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, 则映射 f : X → C 在无穷远点消失当且仅当其连续延
拓为 F : X t {•} → C,

F (x) =

f(x), x ∈ X,

0, x = •.

证明. 假设 f 在无穷远点消失, 我们证明 F 连续. 设 U 是 C 中开集, 若 0 /∈ U , 则由 f 的连续

性知 F−1(U) 开. 若 0 ∈ U , 我们通过证明 F−1(U) 中每个点都有含于 F−1(U) 的开邻域来证

明 F−1(U) 是开集. 设 x ∈ F−1(U), 若 x ∈ X, 则 f−1(U) 就是 x 的开邻域. 若 x = •, 任取
ε > 0 使得开球

B(0, ε) = {z ∈ C : |z| < ε}

含于 U 中, 则由 f 在无穷远点消失知存在 X 中的一个紧子集 K, 使得对所有 y ∈ X −K, 都
有 |f(y)| < ε, 则 • ∈ X t {•} −K ⊆ F−1(B(0, ε)) ⊆ F−1(U), 且 X t {•} −K 显然开, 于是
F−1(U) 是 X t {•} 中开集, 得到 F 连续.

现假设 F 是连续延拓, 任取 ε > 0, 由于 F 在 • 点连续, 对于 C 中的开球 B(0, ε),
F−1(B(0, ε)) 就是 X t {•} 中包含 • 的一个开邻域, 于是 X t {•} − F−1(B(0, ε)) = X −
f−1(B(0, ε)) 是 X 中紧集, 并且对任意 x ∈ X − (X − f−1(B(0, ε))) = f−1(B(0, ε)), 都有

|f(x)| < ε,

即映射 f 在无穷远点消失.

由此可得下图交换.

C∗CAlgbra CHausop•

C∗CAlgbrand LCHop
p

C0

ι ⊔{•}

C0

定理 41. 函子 σ : C∗CAlgbrand → LCHop
p 是范畴等价, 其拟逆为 C0.
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证明. 我们已经证明过了函子 σ0 是 C∗CAlgbra 与 CHaus• 之间的对偶等价, 其拟逆函子即
为 C0, 而又已证明 σ0 限制在子范畴 C∗CAlgbrand 上就是 σ : C∗CAlgbrand → LCHop

p , 而
C0 : CHaus• → C∗CAlgbraop 限制在子范畴 LCHp 上就是 C0 : LCHp → C∗CAlgbraopnd, 因此
显然 σ 与 C0 互为拟逆.

此处做一点补充, 我们可以在代数侧不使用非退化同态, 而是将拓扑侧的真映射条件放宽,
使用所谓的部分真映射. 假设 X 和 Y 是两个局部紧豪斯多夫空间, 存在一个箭头 X → Y

当且仅当存在 X 的开子集 U 和从 U 到 Y 的一个真映射, 这样的箭头称为部分真映射. 设
X ⊇ U

f−→ Y 和 Y ⊇ V
g−→ Z 是两个部分真映射, 则它们的复合映射定义为部分真映射

X ⊇ (U ∩ g−1(V ))
g◦f−−→ Z,

带部分真映射的局部紧豪斯多夫空间范畴记为 LCHpp, 则可以证明范畴等价 R : CHaus• →
LCHpp, 它将带点紧豪斯多夫空间 (X,x) 映为局部紧豪斯多夫空间 X − {x}, 将保基点的连续
映射 f : (X,x) → (Y, y) 映为部分真映射

(X − {x}) ⊇
(
X − f−1(y)

) R(f)−−−→ Y − {y},

R 的拟逆函子为单点紧化, 证明见 [6] 引理 5.2, 于是可以推出对偶等价 C∗CAlgbra → LCHop
pp.

3.3 乘子代数与斯通-切赫紧化

定义 16 (双中心化子). 设 A 为一个无幺 C∗ 代数, 一个双中心化子是指一对映射 (L,R), 其
中 L,R : A → A, 满足对所有的 X,Y ∈ A, 有 R(X)Y = XL(Y ). 其中 L 称为左中心化子, R
称为右中心化子.

定义 17 (乘子代数). A 的所有双中心化子 (L,R) 的集合称为 A 的乘子代数, 记为 M(A).

定理 42. 设 (L,R) ∈M(A), 则有

L(XY ) = L(X)Y, R(XY ) = XR(Y ),

并且 L 和 R 是线性且有界的, 二者的算子范数相等, ‖L‖ = ‖R‖.

证明见 [23] 定理 2.2.8.
我们将 M(A) 变成一个 C∗ 代数. 对 (L1, R1), (L2, R2) ∈M(A) 和标量 λ ∈ C, 定义

(L1, R1) + (L2, R2) = (L1 + L2, R1 +R2),

λ(L,R) = (λL, λR),
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(L1, R1)(L2, R2) = (L1 ◦ L2, R2 ◦R1).

显然这使得 M(A) 构成含幺的 C-代数, 单位元是恒等映射 (idA, idA), 再定义对合

(L,R)∗ = (R∗, L∗),

其中 R∗(X) = (R(X∗))∗, L∗(X) = (L(X∗))∗. 再定义范数,

‖(L,R)‖ = ‖L‖ = ‖R‖,

可以证明这使得 M(A) 成为一个 C∗ 代数.
现将 A 嵌入 M(A) 中, 对 ∀X ∈ A, 可定义左乘算子

LX : A→ A, Y 7→ XY,

类似还有右乘算子

RX : A→ A, Y 7→ Y X,

容易看出 (LX , RX) 确实是一个双中心化子, ι : X 7→ (LX , RX) 是嵌入映射.

定理 43. M(A) 可交换当且仅当 A 可交换.

证明. 首先注意到当 A 可交换时, 相容性条件 L(X)Y = XR(Y ) 迫使 L = R, 而

(L1, R1)(L2, R2) = (L1 ◦ L2, R2 ◦R1) = (L1 ◦ L2, L2 ◦ L1),

因此 L1 ◦L2 = L2 ◦L1, 同理 R1 ◦R2 = R2 ◦R1, 故 (L1, R1)(L2, R2) = (L2, R2)(L1, R1), M(A)

可交换. 反过来, 由于 A 可嵌入 M(A), 当 M(A) 可交换时当然 A 也可交换.

定义 18 (本质理想). 设 A 是一个无幺 C∗ 代数, I 是 A 的理想, 若对 A 的任意其他非零理想

J , 都有 I ∩ J 6= {0}, 则称 I 是 A 的一个本质理想.

定理 44. A 是 M(A) 中的一个本质理想.

乘子代数有如下泛性质.

定理 45. 设 A 是一个无幺 C∗ 代数, 对任意单同态 f : A→ B, 都存在唯一一个同态 φ : B →
M(A), 使得下图交换, 其中 ι 是嵌入映射.

A B

M(A)

f

ι
φ
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当 A ∼= f(A) 在 B 中是本质理想时, φ 是单射.

证明见 [23] 定理 2.2.14.

定理 46. 若 A 是一个含幺的 C∗ 代数, 则 A ∼=M(A).

证明. 做映射 φ : M(A) → A, (L,R) 7→ L(I), 其中 I 是 A 中单位元, 显然 φ(ι(X)) =

φ(LX , RX) = LX(I) = X, ι(φ(L,R)) = ι(L(I)) = (LL(I), RL(I)), 又由 L(I) = L(I)I =

IR(I) = R(I), 可知对任意 Y ∈ A, LL(I)(Y ) = L(I)Y = L(IY ) = L(Y ), RL(I)(Y ) = Y L(I) =

R(Y )I = R(Y ), 故 (LL(I), RL(I)) = (L,R), 即 φ 与 ι 互逆, 故 A ∼=M(A).

定理 47. 若 A 和 B 是无幺 C∗ 代数, φ : A → M(B) 是非退化同态, 则存在唯一的延拓保幺
同态 φ : M(A) →M(B).

证明见 [14] 定理 2.51.

定义 19 (严格拓扑). M(A) 上使得从 M(A) 到 A 的映射族

{(L,R) 7→ L(X) : ∀X ∈ A} ∪ {(L,R) 7→ R(X) : ∀X ∈ A}

中所有映射均连续的最弱拓扑称为 M(A) 上的严格拓扑, 其中 A 上的拓扑为范数诱导的拓扑.

严格拓扑通常比范数诱导的拓扑更粗, 可以证明, 当 M(A) 带严格拓扑时, A 在 M(A) 中

稠密.

定义 20. 定义范畴 C∗CAlgbrand,m, 其中对象为未必含幺的交换 C∗ 代数, 态射为到乘子代数
的非退化同态, 这是说, 将每个非退化同态 A→M(B) 看做从 A 到 B 的箭头, 其中 M(B) 上

的拓扑是严格拓扑, 假设 f : A → M(B), g : B → M(C), 态射的复合为 g ◦ f : A → M(C), 其
中 g 是上一定理中的延拓同态.

[1] 中定理 1 证明了 C∗CAlgbrand,m 确实是范畴.
已知含幺 C∗ 代数的乘子代数就是它自身, 所以 M : C∗CAlgbrand,m → C∗CAlgebra定义了

一个函子.

定理 48. 上述函子 M 是遗忘函子 F : C∗CAlgebra → C∗CAlgbrand,m 的右伴随, 即 F aM .

证明. 即要说明有自然双射

HomC∗CAlgbrand,m
(F (A), B) ∼= HomC∗CAlgebra(A,M(B)),

由 C∗CAlgbrand,m 中态射的定义可知,

HomC∗CAlgbrand,m
(F (A), B) = {φ : A→M(B) : φ 是非退化同态},
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又有

HomC∗CAlgebra(A,M(B)) = {ψ : A→M(B) : ψ(IB) = IM(A)},

而因 A 含幺, A 到 M(B) 的非退化同态显然等价于保幺, 故 HomC∗CAlgbrand,m
(F (A), B) 与

HomC∗CAlgebra(A,M(B)) 本质就是同一集合, 故 F aM .

定理 49. 函子 σ : C∗CAlgbrand,m → LCHop 是范畴等价, 其拟逆是 C0 : LCH → C∗CAlgbraopnd,m.

证明见 [1] 定理 2.
由点集拓扑学可知以下定理.

定理 50. 斯通-切赫紧化函子 β : LCH → CHaus 是遗忘函子 F : CHaus → LCH 的左伴随, 即
β a F .

定理 51 (有界函数). 局部紧豪斯多夫空间 X 上的所有有界连续函数组成的集合记为 Cb(X),
则 Cb 是从 LCH 到 C∗CAlgebra 的函子.

证明. 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, Cb(X) 上的运算按显然的方式定义, 范数为上确界范数,
由有界性知范数存在, 映到 1 的常值函数在 Cb(X) 内, 它是幺元, 对合按复共轭定义, 显然这
使得 Cb(X) 成为一个 C∗ 代数. 假设 f : X → Y , 则 Cb(f) 是拉回映射 φ 7→ φ ◦ f , 于是 Cb 显

然是函子.

定理 52. 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, 则 M(C0(X)) ∼= Cb(X) ∼= C(β(X)).

证明见 [5] 定理 10.
于是显然有下图交换.

C∗CAlgbrand,m LCHop

C∗CAlgebra CHausop

σ

M

C0

β
Cb

σ

F

C

F

4 应用

4.1 傅里叶变换

假设 G是局部紧豪斯多夫交换群 (此后默认必须豪斯多夫),选定 G上哈尔测度,以 L1(G)

记 G 上满足 ∫
G

|f(x)| dx <∞
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的复值可测函数的 (几乎处处相等的等价类) 集合, 范数取 L1 范数

‖f‖1 =
∫
G

|f(x)| dx,

乘法取卷积

f ∗ g(x) =
∫
G

f(y)g(y−1x) dy,

定义对合为

f∗(x) = f (x−1),

可以证明这使得 L1(G) 成为一个未必含幺的 ∗-巴拿赫代数.
以 “G 记 G 的到 T(复平面中的单位圆群) 所有连续群同态组成的集合, 可以证明 “G 也是局

部紧交换群, 称为 G 的对偶群.

定理 53. 设 G 是局部紧交换群, 则有同胚 φ : “G→ σ(L1(G)),

χ 7→
[
f 7→

∫
G

f(x)χ(x) dx
]
.

于是盖尔方德变换 L1(G) → C0(σ(L
1(G))) 就可以写为 L1(G) → C0(“G), f 7→ f̂ , 对任意

χ ∈ “G, f̂(χ) = φ(χ)(f), 于是
f̂(χ) =

∫
G

f(x)χ(x) dx.

称 f 7→ f̂ 为傅里叶变换, 记为 F(f) = f̂ . 由盖尔方德理论立刻得到如下定理.

定理 54. 傅里叶变换 F : L1(G) → C0(“G) 是 ∗-同态, 并且其像在 C0(“G) 中稠密.

4.2 Wiener 的 Tauber 型定理

定理 55 (阿贝尔定理). 对于实数列 {an}, 若
∞∑
n=0

an = A,

则

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A.

该定理的逆是不成立的, 例如
∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

x+ 1
,

当 x → 1− 时, 右边为 1
2
, 而左边

∑∞
n=0(−1)n 发散. 由此可见, 要想逆定理成立, 数列 an 必须

满足某种条件.
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定理 56 (Tauber 定理). 对于实数列 {an}, 若

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A

且 an = o
(
1
n

)
, 则

∞∑
n=0

an = A.

类似的还有积分形式.

定理 57 (Tauber 型定理). 对于实函数 f(x), 若

lim
x→1−

∫ ∞

0

f(x)e−tx dx = A

且 f(x) = o
(
1
x

)
, 则 ∫ ∞

0

f(x) dx = A.

一般来说, 由一个函数的某个均值或加权均值的收敛性或某种渐进性质, 加上该函数的某
种限制条件 (称为 Tauber 型条件), 推出该函数本身或其他一类加权均值的收敛性或某种渐进
性质的定理,称为 Tauber型定理,该名称由哈代和李特尔伍德命名,其中最出名的即为Wiener
的 Tauber 型定理, 因为由它可以推出素数定理. 对于这样一个硬分析的定理, 盖尔方德理论为
其提供了一个软分析的证明. 我们这里叙述局部紧交换群上的版本, 它显然包含实数域 R 上的
原始版本.

L∞(G) 为 G 上的有界函数空间. 说在 x → ∞ 时 G 上的某个函数 f(x) → A, 指的是对
任意正数 ε > 0, 都存在 G 的紧子集 K, 使得 |f(x) − A| < ε 对任意 x ∈ G −K 都成立. 说
函数 f 是缓慢震荡的, 指的是任意正数 ε > 0, 都存在 G 的紧子集 K 和 1 的邻域 V , 使得
|f(x)− f(y−1x)| < ε 对任意 x ∈ G−K 和 y ∈ V 都成立.

定理 58 (Wiener-Pitt 定理). 设 f ∈ L∞(G), φ ∈ L1(G), φ̂ 在 “G 上无零点, 并且满足

lim
x→∞

f ∗ φ(x) = A

∫
G

φ(t) dt,

则对任意的 ψ ∈ L1(G), 都有

lim
x→∞

f ∗ ψ(x) = A

∫
G

ψ(t) dt,

若假设 f 是缓慢震荡的, 则还有 limx→∞ f(x) = A.

证明很大程度上依赖 L1(G) 的理想通过盖尔方德变换与 “G 中子集的对应关系, 证明略复
杂, 参见 [7] 第 4.5 节.
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5 实情形

本节假设标量域均为实数域, 实情形没有复情形的性质那么好, 但仍有一些有趣的定理.
假设 X 是一个紧豪斯多夫空间, 定义 C(X,R) 为从 X 到 R 的所有连续函数组成的集合,

与复情形同理,它是一个含幺且交换的实 C∗代数,现假设 σR(C(X,R))是从 C(X)到 R的所有
非零代数同态组成的集合,其上拓扑取弱∗ 拓扑. 类似复情形,仍可定义映射 hx : C(X,R) → R,
hx(f) = f(x).

定理 59 (盖尔方德-柯尔莫哥洛夫定理). 对任意 x ∈ X, x 7→ hx 是 X 与 σR(C(X,R)) 之间的
同胚.

证明思路与复情形完全相同, 甚至更简单.
而给定交换 C∗ 代数 A, 是否有 C(σR(A),R) 与 A 同构呢, 答案是未必, 因为 C(σR(A),R)

中的对合一定是平凡的, 而 A 中对合未必平凡, 即使忽略对合和范数也未必成立, 甚至 σR(A)

本身都未必非空, 例如取 A = C, 这显然是一个 R-代数, 同态 f : C → R 必须满足

f(i)2 = f(i2) = f(−1) = −1,

而这在实数域是不可能的, 故 σR(C) = ∅.
于是自然的问题是, 怎样的实 C∗ 代数才具有 C(X,R) 的形状, 这个问题的答案由斯通回

答了 [20, 21], 具有这种性质的代数称为斯通环, 参见 [10] 第四章和 [3].

附录A 巴拿赫空间中的解析函数

本节设 G 是复平面中区域, X 是复巴拿赫空间, f : G→ X.

定义 21 (强解析). 如果对 G 内每个点 z,

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

在范数拓扑下存在, 则称 f 在 G 内强解析.

定义 22 (弱解析). 如果对 X 上的每个有界线性泛函 l, l(f(·)) : G → C 是解析函数, 则称 f

在 G 内弱解析.

定理 60 (Dunford 定理). 弱解析等价于强解析.

证明见 [11] 第 11 章定理 4, 于是强弱解析函数可一律称为解析函数.
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附录B Banach-Alaoglu 定理

定理 61 (吉洪诺夫定理). 任意多个紧集的笛卡尔积在积拓扑下也是紧的.

该经典定理的证明见 [12] 第五章.

定理 62 (Banach-Alaoglu 定理). 赋范线性空间 X 的对偶空间 X∗ 中, 单位闭球

B = {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1}

在弱 ∗ 拓扑下是紧集.

证明. 对于每一个 x ∈ X, 定义闭圆盘

Dx = {z ∈ C : |z| ≤ ‖x‖},

它显然是紧集, 根据吉洪诺夫定理, 积空间

Ω =
∏
x∈X

Dx

在积拓扑下是一个紧豪斯多夫空间, 接下来我们证明可以将 B 嵌入 Ω, 子空间拓扑就是弱 ∗ 拓

扑, 并且 B 在 Ω 内是一个闭子集, 进而紧.
对 ∀f ∈ B, 由 ‖f‖ ≤ 1 得 |f(x)| ≤ ‖x‖ 对任意 x ∈ X 都成立, 即 |f(x)| ∈ Dx, 再考虑 Ω

中的元素无非就是映射 g : X →
⋃
Dx 满足 g(x) ∈ Dx, 所以通过改变 B 中元素的值域, 可以

直接将 B 看做 Ω 的子集. 而 Ω 上的积拓扑就是逐点收敛拓扑, 因此在 B 上的子空间拓扑显

然就是弱 ∗ 拓扑, 现假设 f ∈ B, 设 B 中网 fα → f , 则对任意的 x, y ∈ X 和 a, b ∈ C, 有

f(ax+ by) = lim
α
fα(ax+ by) = a lim

α
fα(x) + b lim

α
fα(y) = af(x) + bf(y),

即 f 是线性的, 从而 f ∈ B, 故 B 是闭集, 进而紧.

附录C C∗ 代数与希尔伯特空间

在文献中, 有人将 C∗ 代数称为 B∗ 代数, 二者实际是不同含义但等价的定义.
设 H ∈ Hil是希尔伯特空间,定义 B(H)为从 H到 H的所以有界线性算子组成的集合,算

子间的加法和数乘按显然的方式定义, 乘积按算子的复合定义, 范数取算子范数, 至于对合, 设
T ∈ B(H), 则 x 7→ (Tx, y) 对任意 y ∈ H 都是一个线性泛函, 由里斯表示定理知存在 y′ ∈ H
使得 (Tx, y) = (x, y′), 定义 T ∗ : y 7→ y′ 为 T 的伴随算子, 这使得 B(H) 成为了一个含幺的 C∗

代数, 幺元为恒等算子 idH.
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定义 23 (∗-表示). 设 A 是无幺巴拿赫 ∗-代数, 若有 ∗-同态 π : A→ B(H), 则称 π 是 A 在 H
中的一个 ∗-表示.
若 π 是单射, 则称它是忠实的, 显然忠实表示一定是等距.
若 H 有子空间 H1, 使得 π(X)(H1) ⊆ H1, 则称 H1 是表示 π 的不变子空间, 如果 π 的闭

不变子空间只有 H 和 {0}, 则称 π 是不可约的, 否则就是可约的.

定理 63 (盖尔方德-奈马克-西格尔表示定理). 任意一个无幺 C∗ 代数都等距 ∗-同构于某个希
尔伯特空间的有界算子代数的闭子代数, 即每个无幺 C∗ 代数都存在忠实表示.

证明. 含幺情形的证明见 [17] 第 12 章倒数第二节. 若 A 无幺, 则 A 在其单位化 Ã 内是极大

理想, 进而闭, 所以 Ã 的忠实表示限制在 A 上就是 A 的一个忠实表示.

由该定理知, C∗ 代数中的 C 的含义可能指闭 (close) 的 [18]. 而 B∗ 代数中的 B 可能指

巴拿赫 (Banach). 现代已很少使用 B∗ 代数这个术语.

定义 24 (紧算子代数). 对有界算子 T ∈ B(H), 若 H 中单位开球的像的闭包在 H 中紧, 则称
T 是一个紧算子, 所有紧算子组成 B(H) 的一个 C∗ 子代数, 称为紧算子代数, 记为 K(H).

定义 25 (Calkin 代数). B(H)/K(H) 称为 Calkin 代数.

可以证明M(K(H)) = B(H),于是对任意 C∗代数A,定义其所谓的 Corona代数M(A)/A

可以被看做 Calkin 代数的推广.

定义 26 (弗雷德霍姆算子). 若算子 T ∈ B(H) 的像是闭集, 并且其核 kerT 和余核 cokerT 都
是有限维的, 则称 T 是一个弗雷德霍姆算子, 所有弗雷德霍姆算子组成的集合记为 F (H).

定理 64 (Atkinson 定理). 假设 π : B(H) → B(H)/K(H) 是商映射, 则 T 是弗雷德霍姆算子

当且仅当 π(T ) 在卡尔金代数内可逆.

定义 27 (指标). 设 T 是弗雷德霍姆算子, 定义其指标为

indT = dim kerT − dim cokerT.

附录D 群 C∗ 代数

假设 G 是局部紧豪斯多夫群 (此后默认必须豪斯多夫), 选定 G 上左哈尔测度, 以 L1(G)

记 G 上满足 ∫
G

|f(x)| dx <∞
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的复值可测函数的 (几乎处处相等的等价类) 集合, 范数取 L1 范数

‖f‖1 =
∫
G

|f(x)| dx,

乘法取卷积

f ∗ g(x) =
∫
G

f(y)g(y−1x) dy,

设 G 的模函数为 ∆, 定义对合为

f∗(x) = f (x−1)∆
(
x−1

)
,

可以证明这使得 L1(G) 成为一个 ∗-巴拿赫代数, 称为 G 的 L1 群代数.

定义 28 (酉算子). 设 H 是希尔伯特空间, U ∈ B(H), 若满足

U∗U = UU∗ = idH,

则称 U 是一个酉算子, H 的所有酉算子组成的群记为 U(H).

定义 29 (酉表示). 设 G 是一个局部紧群, 若有连续的群同态 π : G→ U(H), 其中 U(H) 带强

算子拓扑, 则称 π 是 A 在 H 中的一个酉表示.
若 H 有子空间 H1, 使得 π(g)(H1) ⊆ H1, 则称 H1 是表示 π 的不变子空间, 如果 π 的闭

不变子空间只有 H 和 {0}, 则称 π 是不可约的, 否则就是可约的.

定义 30 (酉等价). 设 π1 : G → U(H1) 和 π2 : G → U(H2) 是群 G 在两个希尔伯特空间 H1

和 H2 上的酉表示, 若存在酉算子 U : H1 → H2, 使得对任意 g ∈ G, 有

π2(g) = Uπ1(g)U
−1 = Uπ1(g)U

∗,

则称表示 π1 与 π2 是酉等价的.
G 的酉表示 π 所属的等价类记为 [π], 所有酉表示等价类组成的集合记为 “G, 称为 G 的对

偶空间, 注意 “G 未必是群.

当 G 交换时, “G 即为 G 的对偶群.

定理 65. 局部紧群 G 的所有不可约酉表示与 L1(G) 的所有非退化不可约 ∗-表示之间有一个
一一对应, 设酉表示 π 对应 ∗-表示 Π, 则有以下博赫纳积分等式,

Π(f) =

∫
G

f(x)π(x) dx.
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定义 31 (群 C∗ 代数). 设 f ∈ L1(G), 定义

‖f‖∗ = sup
[π]∈“G ‖Π(f)‖,

其中 Π 为上一定理中 π 对应的 ∗-表示, 可以证明 ‖ · ‖∗ 是范数, 且与 L1(G) 中的对合结构相

容, 并且满足 C∗ 条件

‖f∗f‖∗ = ‖f‖2∗,

但 ‖ · ‖∗ 不完备, 我们取 L1(G) 关于 ‖ · ‖∗ 的完备化, 记为 C∗(G), 称为 G 的群 C∗ 代数.

每一个 ∗-表示都能唯一的延拓到群 C∗ 代数上, 群 C∗ 代数的 ∗-表示限制到 L1(G) 仍是

∗-表示.

定理 66. 假设 G 是一个局部紧交换群, 则 ‖f‖∗ = ‖f̂‖∞, C∗(G) ∼= C0(σ(C
∗(G))) ∼= C0(“G),

其中 f̂ 为 f 的傅里叶变换或盖尔方德变换.

显然当 π1 与 π2 等价时, 易知有 kerΠ1 = kerΠ2, 我们记

Prim(G) = {kerΠ : [π] ∈ “G},
其中元素称为本原理想 (可以证明它们确实是理想), 对于任意子集 S ⊆ Prim(G), 定义其闭包
为

S =

{
m :

⋂
i∈S

i ⊆ m

}
,

定义 ∅ = ∅, 容易验证这满足闭包公理, 它诱导出 Prim(G) 上的一个拓扑, 称为雅各布森拓扑或
hull-kernel 拓扑.

定义 32 (Fell拓扑). 对局部紧群 G,映射 ker : “G→ Prim(G)显然是良定的满射,它将 Prim(G)

上的雅各布森拓扑拉回到 “G 上, 称为 “G 上的 Fell 拓扑.

定理 67. 当 G 交换时, Fell 拓扑是局部紧的, 它就是对偶群 “G 上的通常拓扑. 当 G 紧时, Fell
拓扑就是离散拓扑.

本节的参考文献见 [7] 第三章及第七章.

附录E K 理论

虽然与盖尔方德对偶几乎无关, 但 C∗ 代数作为拓扑 K 理论, 代数 K 理论以及解析 K 理

论之间的交汇点, 也体现了代数与拓扑之间的对应关系.
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定义 33 (格罗滕迪克群). 设 (M,+) 为交换幺半群, 定义 M ×M 上的等价关系

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ ∃z ∈M, x+ y′ + z = x′ + y + z,

取商集

K(M) = (M ×M)/ ∼,

含 (x, y) 的等价类记为 [x, y], 并在 K(M) 上定义二元运算 [x, y] + [x′, y′] = [x + x′, y + y′],
则 (K(M),+) 构成交换群, x 7→ [x, 0] 给出同态 M → K(M), 并且具有泛性质, 对任意交换群
(A,+) 和幺半群同态 f : M → A, 存在唯一的 ψ : K(M) → A 使得下图交换

M K(M)

A
f

ψ

称 K(M) 为 M 给出的格罗滕迪克群.

格罗滕迪克群良定性的证明见 [26] 定理 4.2.12.
假设交换群范畴为 Ab, 交换幺半群范畴为 CMon, 则由泛性质可知 K : CMon → Ab 是函

子, 并且显然与遗忘函子伴随.
假设 A 是加性范畴, 其中对象的同构类组成集合而非真类 (即骨架是小范畴), 它关于直和

组成交换幺半群, 则可以对它定义 K 群, 得到 K(A). 注意, 对所谓的正合范畴也有 K 群的构

造, 如果一个范畴同时是加性范畴和正合范畴, 得到的两种 K 群可能是不同的, 参见 [24] 第二
章第 7 节.

E.1 代数 K 理论

本节中我们默认环一定含幺, 但未必可交换. 本节的参考文献是 [28].

定义 34 (有限生成模). 设 R是一个环, M 是一个左 R-模, 若存在有限多个元素 m1, . . . ,mn ∈
M , 使得 M 中每个元素都可以表示为

∑n
i=1 rimi 的形式, 其中 ri ∈ R, 则称 M 是一个有限生

成模, m1, . . . ,mn 称为 M 的生成元.

定义 35 (投射模). 设 R 是一个环, P 是一个左 R-模, 若以下几种等价条件满足任一, 则称 P

是一个投射模:

• 对任意的 R-模 M 和 N , 任意的 R-模同态 f : P →M 和任意的 R-模满同态 g : N →M ,
都存在 R-模同态 h : P → N , 使得下图交换;



附录E K 理论 38

P

N M 0

f
h

g

• Hom 函子 HomR−Mod(P, ·) 保正合;

• 任一正合列 0 −→ N −→M −→ P −→ 0 皆分裂;

• 存在左 R-模 Q 使得 P ⊕Q ∼= F 为自由模, 这时我们称 P 是自由模的直和项.

这几个条件的等价性参见 [28] 定理 6.8.

定理 68. 设 P 和 P ′ 是有限生成投射模, 则 P ⊕ P ′ 也是有限生成投射模.

证明. 先证 P ⊕ P ′ 有限生成, 假设 P 的生成元为 p1, . . . , pn, P ′ 的生成元为 p′1, . . . , p
′
m, 显然

(p1, 0), . . . , (pn, 0), (0, p
′
1), . . . , (0, p

′
m) 是 P ⊕ P ′ 的生成元.

假设 P ⊕ Q ∼= Rn, P ′ ⊕ Q′ ∼= Rm, 则由直和的结合和交换约束知 P ⊕ Q ⊕ P ′ ⊕ Q′ ∼=
(P ⊕ P ′)⊕ (Q⊕Q′) ∼= Rn+m, 于是 P ⊕ P ′ 也投射.

由于有限生成自由模的同构类个数至多可数, 而有限生成投射模一定是有限生成自由模的
子模,因此有限生成投射 R-模的同构类组成的确实是集合,记为 P(R),以 [P ]记含 P 的同构类.
我们以 Proj(R)记所有有限生成投射 R-模组成的范畴. 在 P(R)上定义加法 [P ]+[Q] = [P⊕Q],
由上一定理知加法良定, 并且使得 P(R) 构成一个幺半群, 幺元为零模的同构类 [0].

定义 36 (代数 K0 群). 设 R 是一个环, R 的代数 K0 群定义为 P(R) 的格罗滕迪克群, 即
Kalg

0 (R) = K(P(R)), 无混淆时上标 alg 可省略.

代数 K0 群还有另一种定义方式, 设 F 为以 P(R) 为生成元的自由群, 再定义 R 为以

{[P ′] + [P ′′]− [P ] : P, P ′, P ′′ ∈ Ob(Proj(R)), 0 −→ P ′ −→ P −→ P ′′ −→ 0正合}

为生成元的子群, 定义 K0(R) = F/R. 由于投射模的短正合列必分裂, 即有 P ∼= P ′ ⊕ P ′′, 则
在 K0(R) 里有 [P ] = [P ′] + [P ′′] = [P ⊕ P ′′], 显然两种定义等价. 本质而言, 第一种定义是使
用加性范畴结构定义的, 第二种定义是使用正合范畴结构定义的, 此时恰好相同.
可以证明 K0 : Ring → Ab 是函子. 高阶代数 K 群的定义比较复杂, 参见 [28].
最后我们叙述塞尔的一个定理, 它是一切 K 理论的思想源泉, 原始资料见 [19] 第 50 节,

这里我们以更现代的概形语言叙述, 参考自 [24] 第一章.

定义 37 (局部自由层). 设 (X,OX) 是环化空间, F 是 OX-模层, 若 F 同构于 OX 与自身的

若干次直和, 则称 F 是一个自由 OX-模层, 简称自由层. 若 X 有开覆盖 {Uℵ} 使得诸 F |Uℵ

都是自由 OX |Uℵ-模层, 则称 F 是局部自由层.
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注意定义中的若干次直和并未要求有限或无限,在子集 Uℵ 处的直和次数称为 F 在 Uℵ 处

的秩, 若在各 Uℵ 上的秩均相同, 则称其为 F 的秩, 可以证明秩在 X 的每个连通分支上都是相

同的.
在概形上, 有限秩的局部自由层扮演了向量丛的角色, 而概形上的向量丛也有另一种显得

更几何的定义, 参见 [8] 第二章习题 5.18. 这种观点在解析空间 (或复流形) 上则成为塞尔的
GAGA 原理的一部分.

定义 38 (向量丛). 设 (X,OX) 是环化空间, 其上的有限秩局部自由层称为 X 上的一个向量

丛, 注意这里我们不要求秩全局相等, 只需在各连通分支上都有限即可.

我们以 Vect(X) 记环化空间 (X,OX) 上的向量丛范畴, 它关于层直和构成一个加性范畴.
现设 X = Spec(R) 为仿射概形. 设 M 是一个 R-模, 我们由此定义出一个层. 对每一点

p ∈ Spec(R), 记 Mp 为 M 在 p 处的局部化, 对 Spec(R) 的任意开子集 U , 定义

M̃(U) = {s : U →
⊔
p∈U

Mp : s(p) ∈Mp},

这显然是交换群, 可以证明 M̃ 是一个 OX-模层, 其中 OX 为概形 Spec(R) 的结构层.
反过来, 若 F 是 OX-模层, 则全局截面 F (X) 当然是一个 R-模.
以 QCoh(X) 记概形 X 上的拟凝聚层范畴, 我们以 R-Mod 记 R-模范畴, Proj(R) 为有限

生成投射 R-模范畴. [8] 第二章 5.5 表明, X = Spec(R) 为仿射概形时, QCoh(X) 与 R-Mod 范
畴等价, 在此基础上, 有以下塞尔定理.

定理 69 (塞尔定理). 设 X = Spec(R) 为仿射概形, 则函子 M → M̃ 是从 Proj(R) 到 Vect(X)

的范畴等价, 其拟逆函子为 F → F (X).

由此可以引申出概形的 K 理论.

定义 39 (概形 K0 群). 设 (X,OX) 是概形, 以 F 记以 X 的有限秩局部自由层的同构类为生

成元生成的自由群, 以 R 记以

{[F ′] + [F ′′]− [F ] : F ,F ′,F ′′ ∈ Ob(Vect(X)), 0 −→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0正合}

生成的子群, 定义 K0(X) = F/R.

这里的定义依赖 Vect(X) 的正合范畴结构, 而不是加性范畴结构, 若按照直和幺半群的格
罗滕迪克群定义, 可能与这里的定义不同构, 除非 X 是仿射概形, 参见 [24] 第二章第 7 节.

定理 70. 设 X = Spec(R) 为仿射概形, 则 K0(X) ∼= K0(R).
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E.2 拓扑 K 理论

拓扑 K 理论是通过塞尔定理将代数 K 理论类比到拓扑空间上的, 本节的参考文献是
[2, 23, 27].
设标量环 K 为实数域 R 或复数域 C 或四元数除环 H(其上拓扑即为 R4 的标准拓扑).

定义 40 (向量丛). 设 E 和 X 为拓扑空间, π : E → X 为连续满射, 要求 π−1(x) 对每个

x ∈ X 都存在有限维线性空间结构, 其上继承自 E 的子空间拓扑与线性结构相容, 并且对每个
x ∈ X, 都存在 x 的邻域 Ux 和非负整数 n, 有同胚

ψx : π
−1(Ux) → Ux ×Kn,

满足限制映射 ψx|π−1(x) : π
−1(x) → {x} ×Kn ∼= Kn 是线性同构, 则称 E 为 X 上的向量丛, 称

π 为丛投影, 称 π−1(x) = Ex 为 x 上的纤维, 称 n 为 x 处的秩, 若所有 x 处的秩都相等, 则称
E 的秩为 n.

这个定义看起来比一些几何书中的定义弱一些, 但实际上两种定义是等价的. 注意我们并
没有要求秩是唯一的, 但可以证明该定义保证了在单个连通分支内秩一定唯一, 而不同连通分
支上的秩可以不同. 称形如 X ×Kn 的向量丛为平凡丛, 其中丛投影为到第一分量的投影映射.
设 E 和 F 是 X 上的向量丛, 从 E 到 F 的一个丛同态指的是连续映射 f : E → F , 满足

πE = πF ◦ f , 并且对每个 x ∈ X, fx : Ex → Fx 是线性映射. 若 f 是同胚, 则说 E 与 F 同构.
符号如上, 定义两个向量丛的直和 E ⊕ F 为

E ⊕ F = {(u, v) ∈ E × F : πE(u) = πF (v)},

πE ⊕ πF : E ⊕ F → X, (u, v) 7→ πE(u) = πF (v),

E ⊕ F 上的拓扑为 E × F 的子空间拓扑, 易证这确实是 X 上的一个向量丛, 并且 (E ⊕ F )x =

Ex ⊕ Fx 作为向量空间的直和.
我们以 Vect(X) 记 X 上所有向量丛组成的范畴, 显然它是范畴, 并且还是加性范畴. 以

V (X) 记 X 上所有向量丛的同构类组成的集合, 可以证明它确实是集合 (等价于从 X 到无穷

格拉斯曼簇的同伦等价类). 以 [E] 表示 E 所在的同构类, 在 V (X) 上定义加法为 [E] + [F ] =

[E ⊕ F ], 它显然使 V (X) 成为一个交换幺半群, 幺元为零丛 idX : X → X 所在的同构类, 记为
[0].
现设 f : Y → X 是连续映射, E 是 X 上的向量丛, 我们定义 Y 上的拉回丛为

f∗E = {(y, u) ∈ Y × E : f(y) = π(u)},

πY 定义为第一分量的投影 πY : f∗E → Y , (y, u) 7→ y, 容易验证这确实是 Y 上的向量丛. 这样
得到的 f∗ 显然是函子 Vect(X) → Vect(Y ), 而在等价类上, 这又说明 V : Top → CMonop 是函
子.
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定义 41 (拓扑 K0 群). 设 X 是紧豪斯多夫空间, 定义 K0
top(X) 为 V (X) 的格罗滕迪克群

K(V (X)), 称为 X 的拓扑 K0 群, 无混淆时下标 top 可省略.

显然 K0 : CHaus → Abop 是函子.
若 X 是局部紧豪斯多夫空间, 定义 K0(X) = K0(X t {•})/Z, 其中 X t {•} 是单点紧化.

现设 X 已经是紧的, 则它的单点紧化就是无交并一个单点, 而单点上的向量丛只有平凡丛, 故
V (•) ∼= Z≥0, K0(•) = Z, 显然有 K0(X t {•}) = K0(X)⊕ Z, 而 K0(X) = (K0(X)⊕ Z)/Z, 与
此前对紧豪斯多夫空间的定义相符.
当 X 非空时, 定义所谓的约化 K0 群为 ‹K0(X) = K0(X)/Z. 这个商群总是存在的, 因

为 X 非空, 假设 x ∈ X, 则有满射 p : X → {x} 和单射 ι : {x} → X 满足 p ◦ ι = id, 它们诱
导映射 p∗ : K0({x}) → K0(X) 和 ι∗ : K0(X) → K0({x}) 满足 ι∗p∗ = id∗, 而先前已经说明
K0({x}) ∼= Z, 于是 Z 通过 p∗ 嵌入 K0(X), 商群 K0(X)/Z 存在, 并且有正合列

0 −→ Z −→ K0(X) −→ ‹K0(X) −→ 0

分裂, 即 K0(X) ∼= ‹K0(X)⊕ Z.
K0 群和约化 K0 群是同伦不变量, 即有如下定理.

定理 71. 设 X 和 Y 是局部紧豪斯多夫空间, f, g : X → Y , 并且 f 与 g 同伦, 则 f∗ = g∗.

直接的推论是, 同伦等价的局部紧豪斯多夫空间具有同构的 K0 群, 将该定理应用到同伦
等价映射的复合与恒等映射即可.

定义 42 (截面). 设 E 是 X 上的向量丛,定义 E 的一个截面为 X 到 E 的连续映射 s : X → E,
满足 π ◦ s = idX , 即 s(x) ∈ Ex 对任意 x ∈ X 都成立, 所有截面组成的集合记为 ΓX(E), 无混
淆时下标可省略不写.

设 X 是紧豪斯多夫空间, 因为 Ex 是线性空间, 则存在零截面 0: X → E, x 7→ 0x, 其中
0x 是 Ex 中的零向量, 对于任意的截面 s, t ∈ Γ(E), 定义 s+ t 为纤维上的逐点加法, 即

(s+ t)(x) = s(x) + t(x),

显然这使得 Γ(E) 成为一个加法交换群. 现设 CK(X) 为 X 到 K 的所有连续函数组成的环, 对
于任意的 f ∈ CK(X) 和 s ∈ Γ(E), 定义

(f · s)(x) = f(x) · s(x),

这使得 Γ(E) 成为一个 CK(X)-模, 可以证明该模一定是有限生成投射模.

定理 72 (Serre-Swan 定理). 设 X 是紧豪斯多夫空间, 则 Γ: Vect(X) → Proj(CK(X)) 是范畴

等价.
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Swan 的原始论文见 [22]. 现说明如何将有限生成投射模变成向量丛, 设 P 是一个有限生

成投射 CK(X)-模, 则一定存在自然数 n 和模 Q 使得 P ⊕ Q ∼= CK(X)n, 设 e : CK(X)n → P

是投影映射, 则 e 可以看做 Mn(CK(X)) 中的一个矩阵, 其像同构于 P , 又因为 Mn(CK(X)) ∼=
CK(X,Mn(K)), 则对任意 x ∈ X, e(x) 是 Mn(K) 中的一个矩阵, 我们定义

E = {(x, v) ∈ X ×Kn : v ∈ e(x)(Kn)},

可以验证这确实是 X 上的一个向量丛, 且 Γ(E) ∼= P . 详细的证明见参考文献.
直接的推论是群同构 Kalg

0 (CK(X)) ∼= K0
top(X), 而当 X 是局部紧豪斯多夫空间时, 由无幺

盖尔方德理论也可直接得到 Kalg
0 (C(X t{•})) ∼= Kalg

0 (‚�C0,K(X)) ∼= K0
top(X)⊕Z,其中 C0,K(X)

为 X 到 K 的在无穷远点消失的连续函数组成的环.
假设 (X,x) 和 (Y, y) 是两个带有基点的局部紧豪斯多夫空间. 定义

X ∨ Y = (X × {y}) ∪ ({x} × Y ),

X ∧ Y = (X × Y )/(X ∨ Y ),

可以证明 ∧ 是结合的.

定义 43 (约化悬挂). 设 (X,x) 是带基点的紧豪斯多夫空间, 定义 X 的约化悬挂为

SX = S1 ∧X,

其中 S1 是单位圆, 其基点约定为 1. 容易验证 Sn = S1 ∧ Sn−1 对任意 n ≥ 1 都成立, 因此我
们可以约定 X 的 n 次约化悬挂为 SnX = Sn ∧X.

以 I 记闭区间 [0, 1], 回忆 X 的悬挂为 ΣX = ((X × I)/(X × {0})/(X × {1})), 约化悬挂
即为 ΣX/({x} × I), 其中 x 为基点. 显然, X 紧时, ΣX/{N,S} ∼= S(X t {•}), 其中 N,S 分

别表示悬挂的上下两极点. 此外, 显然约化悬挂空间也是紧的.

定义 44 (高阶 K 群). 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, 定义 X 的 n 阶 K 群为

K−n(X) = K0(Sn(X t {•}))/Z,

若 X 是紧的, 定义其 n 阶约化 K 群为‹K−n(X) = ‹K0(SnX).

还有一种定义是, 设 X 是紧豪斯多夫空间, 定义 X 的 n 阶 K 群为

K−n(X) = K0(X × Rn),

显然 X × Rn 不是紧的, 其单点紧化同胚于 Sn(X t {•}), 于是 K0(X × Rn) ∼= K0(Sn(X t
{•}))/Z, 所以两种定义等价.
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定理 73 (Bott 周期律). 设 X 是局部紧豪斯多夫空间, 标量环为 C 时, 有同构

K−n−2
C (X) ∼= K−n

C (X),

标量环为 R 或 H 时, 有同构

K−n−8
R (X) ∼= K−n

R (X), K−n−8
H (X) ∼= K−n

H (X),

并且 K0
H(X) ∼= K−4

R (X).

可以证明, 对复数域 C 和四元数代数 H, 都有 K−1(X) ∼= ‹K−1(X) 对任意紧豪斯多夫空间

X 成立.
最后叙述一个 Serre-Swan 定理的光滑版本, 证明见 [13] 第 11 章.

定理 74. 设 M 是一个光滑实流形, 则 M 上光滑向量丛范畴 SVect(M) 与有限生成投射

C∞(M)-模组成的范畴 Proj(C∞(M)) 等价.

E.3 解析 K 理论

解析 K 理论也叫算子 K 理论, 它可以看做拓扑 K 理论的非交换推广. 本节主要的参考
文献是 [23, 27].

本节仅考虑标量域为复数域 C, C∗ 代数未必交换, 也未必含幺, 即在范畴 C∗Algbra 上工
作. 我们仍以 Ã 表示 A 的单位化, 当 A 已经含幺时, Ã ∼= A⊕ C. 我们以 Mn(A) 表示以 A 为

元素的 n× n 矩阵代数, 以 GLn(A) 表示其一般线性群, Un(A) 表示其酉群.
在 Mn(A) 上, 定义对合为

(aij)
∗
n×n = (a∗ji)n×n,

即逐元素取对合并转置. 假设 A 是 B(H) 的子代数 (盖尔方德-奈马克西格尔表示定理), 则
Mn(A) 可以看做 B(H⊕n) 的子代数, 其范数为算子范数

‖(aij)n×n‖ = sup
∥x∥≤1

{∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

a1jxj , . . . ,
n∑
j=1

anjxj

)∥∥∥∥∥ : (x1, . . . , xn) ∈ H⊕n

}
,

显然它确实使得 Mn(A) 成为一个 C∗ 代数.

定义 45. 设 πÃ → C 是标准投影同态, 它诱导矩阵代数之间的同态 π̃ : Mn(Ã) → Mn(C), 定
义

GL+
n (A) = {a ∈ GLn(Ã) : π̃(a) = 1n×n},

U+
n (A) = {a ∈ Un(Ã) : π̃(a) = 1n×n}.
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容易验证 GL+
n (A) 和 U+

n (A) 分别是 GLn(Ã) 和 Un(Ã) 的子群, 带子空间拓扑.

设 a ∈ GL+
n (A), 则分块矩阵

(
a 0

0 1‹A
)
是 GL+

n+1(A) 中元素, 这样得到一个嵌入映射

GL+
n (A) → GL+

n+1(A), 以及嵌入映射列

GL+
1 (A) → GL+

2 (A) → · · · → GL+
n (A) → · · · ,

类似的也有嵌入映射列

U+
1 (A) → U+

2 (A) → · · · → U+
n (A) → · · · ,

再设 a ∈Mn(A), 则分块矩阵
(
a 0

0 0A

)
是 Mn+1(A) 中的元素, 这样得到嵌入映射列

M1(A) →M2(A) → · · · →Mn(A) → · · · .

定义 46. 定义

M∞(A) =

∞⋃
n=1

Mn(A),

GL+
∞(A) =

∞⋃
n=1

GL+
n (A),

U+
∞(A) =

∞⋃
n=1

U+
n (A),

均按余极限理解.

对于M∞(A),其中不同大小的矩阵只需补 0变成相同大小再进行加法和乘法运算即可,这
样 M∞(A) 就是一个 C-代数, 再加上自然的对合运算, 使其成为一个 ∗-代数.
对于 GL+

∞(A) 和 U+
∞(A) 而言, 它们的乘法结构也类似, 再带余极限拓扑 lim−→

n

GL+
n (A) 和

lim−→
n

U+
n (A), 使其成为拓扑群.

定义 47 (投射元). 设 A 是一个 ∗-代数, 其中的幂等自伴元素称为 A 的投射元, 即满足 p2 =

p = p∗ 的元素 p ∈ A.

设 p 和 q 是 A 中的投射元, 若存在 u ∈ A, 使得 p = u∗u, q = uu∗, 则称 p 和 q 是等价的,
记作 p ∼ q, 将 p 所在的等价类记为 [p].

设 A 还是赋范的 ∗-代数, 若存在连续映射 f : [0, 1] → A 使得 f(0) = p, f(1) = q, 且对任
意 t ∈ [0, 1], 有 f(t) 都是投射元, 则称 p 和 q 是同伦的, 记作 p ∼h q.
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现设 A 是未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, 定义 V (A) 为 M∞(A) 中所有投射元的等价类

组成的集合, 在 V (A) 上定义加法为分块矩阵 [p] + [q] =

[(
p 0

0 q

)]
, 幺元为 [0], 则 (V (A),+)

是一个交换幺半群.
此处有一点需要注意, M∞(A) 中相同大小的矩阵自然可以等价, 而不同大小的矩阵也可以

等价, 例如 p 是 m ×m 矩阵, q 是 n × n 矩阵, 不妨设 m ≥ n, 则可以有 m × n 矩阵 u 使得

p = uu∗, q = u∗u, 虽然 u 不是方阵, 但可以补 0 使其成为 m ×m 分块矩阵 (u, 0), 其对合为(
u∗

0

)
, 计算得到 (u, 0)

(
u∗

0

)
= uu∗ = p,

(
u∗

0

)
(u, 0) =

(
u∗u 0

0 0

)
=

(
q 0

0 0

)
, 恰好是 q 补 0

得到的 m×m 矩阵, 于是 [p] = [q].
我们定义 K00(A) 为 V (A) 的格罗滕迪克群 K(V (A)). 假设 f : A → B 是 ∗-代数之间的

同态, 则由 f 诱导出幺半群同态 f∗ : V (A) → V (B), 其中 f∗([(aij)n×n]) = [(f(aij))n×n], 进而
诱导出群同态 f∗ : K00(A) → K00(B).
现在来计算一下 K00(C). 由线性代数知 M∞(C) 中的投射元的等价类由其秩完全分类, 两

个幂等自伴矩阵等价当且仅当它们的秩相等, 因此 V (C) ∼= Z≥0, K00(C) ∼= Z.

定义 48 (解析 K0 群). 设 A 是一个未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, π : Ã → C 为标准的投
影同态, 定义 A 的解析 K0 群为

Kan
0 (A) = kerπ∗ = ker(K00(Ã) → K00(C)) = ker(K00(Ã) → Z),

无混淆时上标 an 可省略.

可以证明 V , K00 和 K0 都与直和可交换, K0 是从 C∗Algbra 到 Ab 的函子.
可以证明 K00(Ã) ∼= K0(A)⊕ Z, 若 A 已含幺, 可以证明

K0(A) = ker(K00(Ã) → Z) ∼= ker(K00(A⊕ C) → Z)
∼= ker(K00(A)⊕K00(C) → Z) ∼= ker(K00(A)⊕ Z → Z)
∼= K00(A),

即有 K0(Ã) ∼= K0(A)⊕ Z.
设 G 是拓扑群, 以 G0 表示其单位元所在的道路连通分支, 可以证明它是正规子群, 则存

在商群 G/G0 是 G, 其元素为 G 的连通分支.

定理 75. 设 A 是一个未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, 则

GL+
∞(A)/GL+

∞(A)0 ∼= U+
∞(A)/U+

∞(A)0.
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定义 49 (解析 K1 群). 设 A 是一个未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, 定义 A 的解析 K1 群为

Kan
1 (A) = GL+

∞(A)/GL+
∞(A)0,

无混淆时上标 an 可省略.

K1(A)中的乘法显然是 [a][b] = [ab],幺元为 [1],逆元为 [a−1],可以证明 K1 也是 C∗Algbra
到 Ab 的函子.
类似的记 GL∞(A) =

⋃∞
n=1 GLn(A), U∞(A) =

⋃∞
n=1 Un(A), 则有

K1(A) ∼= GL∞(Ã)/GL∞(Ã)0 ∼= U∞(Ã)/U∞(Ã)0,

当 A 已含幺时有

K1(A) ∼= GL∞(A)/GL∞(A)0 ∼= U∞(A)/U∞(A)0.

定义 50 (张量积). 设 A 和 B 是两个 C∗ 代数, 它们的代数张量积记为 A � B, 设 πA 和 πB

分别是 A 和 B 在 (H)A 和 (H)B 上的忠实 ∗-表示, 记 πA� πB 为 A�B 在 (H)A⊗ (H)B 上

的忠实 ∗-表示, 则 A�B 上的范数定义为

‖x‖ = ‖πA � πB(x)‖,

该范数未必是完备的, 其完备化记为 A⊗B, 称为 A 和 B 的张量积.

该定义的良定性见 [23] 附录 T.

定义 51 (悬挂). 设 A 是一个未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, 定义 A 的悬挂为

SA = C0(R)⊗A,

其中 C0(R) 表示从 R 到 C 的在无穷远处消失的连续函数空间, 我们以 SnA 表示 A 的 n 次

悬挂.

定理 76 (Bott 周期律). 设 A 是一个未必含幺且未必交换的 C∗ 代数, 则有自然同构

K1(A) ∼= K0(SA), K0(A) ∼= K1(SA).

我们依旧可以按 Kn(A) = K(SnA) 定义高次 K 群, 由 Bott 周期律可知, Kn+2(A) ∼=
Kn(A) 对任意 n ≥ 0 都成立.

最后我们说明为什么解析 K 理论是拓扑 K 理论的非交换推广, 这是所谓非交换几何这一
学科的基本结果.
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定理 77. 设 X 是一个局部紧豪斯多夫空间, 标量域选定为复数域 C, 则 C0(X) 的解析 K 群

与 X 的拓扑 K 群同构, 即
Kan
n (C0(X)) ∼= K−n

top (X)

对任意 n ≥ 0 都成立.

由 Serre-Swan 定理可以得到免费赠送的 Kan
0 (C(X)) ∼= K0

top(X) ∼= Kalg
0 (C(X)), 其中 X

紧. 一般而言, 解析 K 理论与代数 K 理论除此之外基本没有什么联系.
由 Bott 周期律和盖尔方德理论可知只需证明 n = 0 或 1 和 X 紧的情况, 这里仅给出证

明思路, 详见 [15]3.3.7.
假设 p ∈ M∞(C(X)) 是投射元, 则一定存在某个 n, p ∈ Mn(C(X)), 利用 Mn(C(X)) ∼=

C(X,M(C)), 对任意 x ∈ X, 将 p(x) 看做 Mn(C) 中的元素, 定义

E = {(x, v) ∈ X × Cn : v ∈ p(x)(Cn)},

可以证明这是 X 上的一个向量丛. 反过来, 假设 E 是 X 上的向量丛, 由 Swan 定理知截面
Γ(E) 是有限生成投射 C(X)-模, 总能选取向量丛 F 使得 Γ(E)⊕ Γ(F ) ∼= C(X)n 且 E ⊕ F ∼=
X × Cn 是正交和, 设 p(x) : Cn → Ex 为正交投影, 将连续函数 p : X → Mn(C) 看做函数项
矩阵, 有 p ∈ Mn(C(X)), 由于 p 在 P 上是恒等映射, 则有 p2 = p, 由正交投影知 p = p∗,
这样就得到了一个投射元 p ∈ M∞(C(X)). 可以证明以上两种构造互逆, 且具有函子性, 于
是 Kan

0 (C0(X)) ∼= K0
top(X). 由拓扑 K−1 群的第二种定义知 K−1

top(X) ∼= K0
top(X × R), 而

Kan
1 (C(X)) ∼= Kan

0 (C0(R)⊗C(X)), 由 C∗ 代数理论知 C0(R)⊗C(X) ∼= C0(R×X)([14] 定理
B.17), 于是得到 Kan

1 (C0(X)) ∼= K−1
top(X).

除解析 K 群外,解析 K 理论中还有一种 K 理论称为解析 K 同调,次数记为上标 Kn
an(A),

而所谓的KK 理论则将解析K 群和解析K 同调统一起来,其对象是 C∗ 代数的二元组 (A,B),
有 KKi(A,C) ∼= Ki(A), KKi(C, B) ∼= Ki(B), 详见 [4, 9, 25, 27].

K 群还可以推广到更一般的代数如 C-代数和巴拿赫代数等, 参见 [4, 25].

E.4 历史注记

1955, 塞尔定理, K 理论最初的思想源泉.
1957, 格罗滕迪克定义概形的 K0 群.
1960 年代, Bass 和 Milnor 等人引入环的代数 K0, K1, K2 群.
1961, Atiyah 和 Hirzebruch 提出拓扑 K 理论.
1962, Swan 定理.
1970 年代, 解析 K 理论.
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